
Cliffordin algebrat
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- Yleensä algebroissa C`1,3/C`3,1 tai C`3,0

- Juvet ja Schidlof (1932), Mercier (1935), Riesz

(1947,1958).

- Hestenes (1966), Jancewicz, Baylis (1980-luku).
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2§ Suunnattu derivaatta ja Diracin

operaattori

Olkoon f : Rp,q → C`p,q, ja a ∈ Rp,q.

Suunnattu derivaatta määritellään

(a · ∂)f(x) = lim
τ→0

f(x + τa)− f(x)

τ
.

Diracin operaattorin voi nyt identifioida

∂ = eα (eα · ∂) = eα∂α,

kun eα · eβ = δβα, ja eα · eβ = gαβ.
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3§ Indeksinotaatiosta...�� ��R
3,1

(Fαβ) =


0 −B3 B2

1
c
E1
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1
c
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−B2 B1 0 1
c
E3

−1
c
E1 −1

c
E2 −1

c
E3 0


eli

Fαβ = −F βα,

α = 1, 2, 3 : xα = xα, α = 4 : x4 = −x4
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Tyhjössä

∂αF
αβ = µ0J

β,

∂αF βγ + ∂βF γα + ∂γFαβ = 0.
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∂αF
αβeβ = ∂αF

νβ(eα · eν)eβ = eα∂α (
1

2
F νβeνβ),

ts.

∂ F.

Koska

J = Jβeβ

saadaan

∂ F = µ0J
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∂α [
1

6
F βγ]eαβγ = 0,

eα∂
α ∧ (

1

6
F βγeβγ) = eα∂α ∧ (

1

6
F βγeβγ)

= ∂ ∧ F = 0.
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Tyhjössä voi Maxwellin yhtälöt tiivistää yhdeksi

yhtälöksi:

∂ F + ∂ ∧ F = ∂ F = µ0 J
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Havaitsijalle u kentät ovat

~E = u F, ~B = − ? (u ∧ F).

ja siten

F|u=ce4
=

1

c
~Ee4 − ~Be123.
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∂ ∧ F =
(
∇− e4

1

c

∂

∂t

)
∧
(1

c
~Ee4 − ~Be123

)
=

1

c
e123(∇× ~E)e4 − e123(∇ · ~B)− e1234

1

c

∂ ~B

∂t
= 0.

∂ F =
(
∇− e4

1

c

∂

∂t

) (1

c
~Ee4 − ~Be123

)
=

1

c
(∇ · ~E)e4 +∇× ~B − 1

c2

∂ ~E

∂t
= µ0(cρe4 + ~J).

⇒ yhtälöt tyhjössä.
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Maxwellin homogeenisen yhtälön

ratkaisuista

Kotitehtävä:

Vakiovektorit n,u ∈ R1,3 toteuttavat ehdot n2 = −1,

u2 = 1, ja u · n = 0.

∂ exp[e1234(n · x + u · x)]

∂ { ∂ exp[e1234(n · x + u · x)] } .
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Yleisesti:

∂ ∧ F = 0,

∂ G = J,

G = χ(F).

Vaihtoehtoisia merkintätapoja

∂ ∧ F = 0,

∂ ∧ G = J ,

G = ?G, ja J = − ? J.
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Olkoon ω on (m− 1)-muoto ja V on m-tilavuus, niin

pätee ∫
V

d ∧ ω =

∫
∂V

ω.

Vastaavasti, kun dV on V :n diff. tilavuusalkio ja dS

pinnan ∂V :n diff. pinta-ala-alkio, pätee∫
V

dV (∂ ∧ ω) =

∫
∂V

dS ω.

kun ω ∈
∧m−1

R
p,q. �� ��Oppikirjasta ss. 261–264
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4§ Variaatiolaskento

Lagrangen formalismi:

F = ∂ ∧A

∫
V

dV L

(dV = dx dy dz c dt)

L =
1

2
(∂ ∧A) (∂ ∧A)
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Kotitehtävä:�� ��C`3,1, SO+(3, 1)

〈F F 〉0
F ∧ F

F ∧ ?F
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Yhden parametrin avulla määritelty muunnos:

x → x′ = x + αa

L(x) → L′(x) = L(x′)
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∂αL′ = (a · ∂)L
= (∂ ∧ (a · ∂)A) (∂ ∧A)

= ∂ · [( (a · ∂)A ) F]− ∂̇ ((a · ∂)A Ḟ)︸ ︷︷ ︸
=0, jos ...

= ∂ · [( (a · ∂)A ) F].
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Kanoninen energia–liikemäärätensori on esitettävissä

vektorina:

T(a) ≡ [( (a · ∂)A ) F]− 1

2
aL.

Toteuttaa ∂ ·T(a) = 0.

Energia–liikemäärä mittamuuttumattomassa muodossa?
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T(a) = [a (∂A)− ∂̇(a · Ȧ)] F− 1

2
aL

= (a F)F− [∂̇(a · Ȧ)] F− 1

2
aL

= (a F)F− ∂ ((a ·A)F)︸ ︷︷ ︸
kok.diff.

− (a ·A)∂ F︸ ︷︷ ︸
=0, jos ...

−1

2
aL
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T(a) = (a F)F− 1

2
aL

= (a F)F− 1

2
a(F F)

= −1

2
FaF
�� ��Oppikirjan s. 111

Riesz 1947, Hestenes 1966
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Jollekin havaitsijalle a = ce4 :

T(ce4) = −1

2
F ce4 F = ( ~E ∧ ~B)e123 +

1

2
(

1

c2
~E2 + ~B2)ce4
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