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1 Johdanto

Tasa tyosa kasitellasan matematiikan verkko-opetusta korkeakoulutasolla.
Osana tutkimusta tarkastellaan Teknillisesa korkeakoulussa syksyél 2008
jarjestettya verkko-opetukseen pohjautuvaa kurssia Mat-1.1610 Mathenmed
1, joka jarjestettiin kansainvalisera yhteistyona Baijerin virtuaaliyliopiston
(VHB) ja Suomen Virtuaaliyliopiston (SVY) kanssa. Yhteistyon toivotaan
laajenevan tulevaisuudessa n®g muihin suomalaisiin ja ulkomaalaisiin yli-
opistoihin. Kansainwalinen yhteistye on osa TKK:n matematiikan perusope-
tuksen kehittamistyeta. Yksi osa &s® kehittamistyos® on ollut myes tieto-
koneavusteisten tehavien tekeminen ja layttaminen. Kansainwlinen kurssi
on hyva testikentta tallaiselle kehitystylle, silla kurssin koko on pieni, jolloin
suunnitelmiin on helpompi tehda muutoksia. Yhteistyella voidaan saavuttaa
etuja muun muassa kustannusten jakamisen ja ajatusten ja kokemusteaih-
don suhteen.

Suomalaisissa yliopistoissa ja muissa oppilaitoksissa ollaan oltu kestuneita
opiskelijoiden matematiikan osaamisen tasostas&den kansainwlisten tutki-
musten tuloksista huolimatta [32, 38, 40]. Suomalaisten alo#vien yliopisto-
opiskelijoiden matematiikan osaamisen on arvioitu olevan Heéioa etenkin
algebran ja geometrian osa-alueilla [40]. Teknillises&orkeakoulussakin mo-
nen opiskelijan osaaminen on heikkoa heti ensin&tisen vuoden matematii-
kan peruskurssien kohdalla. &han ongelmaan on mietitty ratkaisuja, ja kehi-
tysty on tuloksena matematiikan ja systeemianalyysin laitoksessa on -
tu projekteja tilanteen korjaamiseksi. Yhtera tuloksena prjestettiin taman
tyen aiheena oleva verkko-opetukseen perustuva matematiikaorksi. Talla
pyrit @an siihen, et® opiskelijoiden edmantilanne otetaan entis& paremmin
huomioon, silla pakollista lasmoloa yliopistolla ja muuta tiukkoihin aikaraa-
meihin sidottua toimintaa on vahennetty. Opetuskielem on englanti, joten
myes ulkomaalaiset opiskelijat voivat osallistua kurssille. Engtaninkielinen
opetus on ollut viime vuosina kustannussyist monilla kursseilla pellastaan
itseohjattua opiskelua.

Tasa tyosa kasiteltavat tutkimusongelmat ovat seuraavat:

1. Mita etuja kansainwlisella yhteistyella voidaan saavuttaa verkko-opetuk-
sessa?

2. Saavutetaanko verkko-opetuksella yit hyvia oppimistuloksia kuin perin-
teisella opetuksella?



3. Miten automaatiota kayttave verkko-opetus sopii yhteen erilaisten peda-
gogisten viitekehysten kanssa?

4. Mike on uusien opiskelijoidenehtetaso, ja miten si® tulisi mitata?

5. Mita kokeilusta opittiin?

Tyeosa esitellban lisaksi erilaisia verkko-opetukseen liittyva pedagogisia a-
kekulmia ja arvioidaan niiden perusteella kurssin pedagogistaitivuutta.

Myes kaytetyt virtuaaliset toimintaymp aristet ja niiden erilaiset mahdolli-
suudet esitelban. Koska kyseess on ensimnmista kertaa jarjestettava ope-
tuskokeilu, lopuksi mietitean myes, mita kokeilusta opittiin ja mit & ensi ker-
ralla kannattaa tehda eri tavalla, ja tutkitaan, saavutettiinko kansainvalisella
yhteistyella merkittavia tuloksia. Lopuksi esitelean viela TKK:lla syksyll &
2008 prjestetty tietokoneavusteinen matematiikan perustaitotestja sen tu-
loksia. Kirjoittaja on tehnyt testin teht avat STACK-ohjelmistolla [11, 50]
Tampereen teknillisen yliopiston vastaavien tetgvien pohjalta [40].

Tyen kirjoittaja on valmistellut virtuaalista matematiikan pe ruskurssia var-
ten monenlaista materiaalia. Kirjoittaja Kirjoitti kurssin t eoriaosuuden htex-
muotoon internetiin, jossa se oli kaikkien opiskelijoiden luévissa. Lisksi
kirjoittaja teki kurssille tietokonepohjaisella STACK-ohjelmistolla noin 50
harjoitustehtavesa. Tehtavat ja materiaali kirjoitettiin englanniksi, mutta eng-

lanninkieliset tehtavat keannettiin myes suomen kielelle laajempaaslytt oa
ajatellen. Kirjoittaja toimi my es assistenttina kurssilla. Tgnkuvaan kuului
opiskelijoiden harjoitustehi#®vien tarkastus ja laskuharjoituksien piaminen.

2 \Verkko-opetuksen k asitteist ©

Verkko-opetuksen lesitteiste vaihtelee asiayhteyde#t riippuen. Seppo Tel-
la on mearitellyt verkko-opetuksen opetuksena, opiskeluna ja oppisena,
jota tuetaan tai jonka jokin osa perustuu tietoverkkojen, etyisesti Interne-

tin kautta saataviin ja siella oleviin aineistoihin. Siira yhdistyvat kasvok-

kain opetus (ns. face to face-opetus) ja verkkopohjainen opst symbiootti-

seksi monimuoto-opetukseksi [55]. &éiritelman yleistaminen on jokseenkin
ongelmallista, sila sen mukaan mws luentomateriaalien jakaminen www-
sivuilla on verkko-opetusta, vaikka se ei vastaakaanekitystamme verkko-
oppimisesta.



Ropo mearittelee oppimisympmaristen oppiaineksesta ja fyysiseaf sosiaali-
sesta se# kulttuurisesta toimintaymp aristesta koostuvaksi kokonaisuudeksi,
jonka vaikutuspiirissa opiskelu ja oppiminen tapahtuvat [45]. Bma mearitel-
ma on laaja ja siim oppimisympariste nahdean kasitteers, joka sisltea kaik-
ki muut opiskelu- ja oppimisymparisteihin liittyv at mearittelyt. K asitetta
voidaan soveltaa verkko-oppimisymeristeihin, silla ne rakentuvat vahvas-
ti sosiaalisen ja kulttuurisen toimintaymparisten puitteissa. Kaikki verkko-
opetukseen osallistuvat ovat yleemstiedossa sek sosiaalisten ja kulttuuris-
ten normien rikkomisesta rangaistaan.

Tietoverkkojen avulla tuotetusta oppimisymparistesta kaytetaan mearitel-
mea virtuaalinen oppimisympariste. Manninen ja Pesonen merittelevat vir-
tuaalisen oppimisymmristen telemaattisin valinein (sahkeposti, tietokoneko-
koukset, www, videoneuvottelu, puhelin, audiogra ikka ja d-rom) toteute-
tuksi, yleen® etaopetuksessa &ytetyksi oppimisymparistoksi. Virtuaalisuu-
della tarkoitetaan mahdollista tai kuviteltavissa olevaa tiha, joka rakenne-
taan tietoverkkojen ja tekniikan avulla. Virtuaalisuudesta puhutaan usein,
kun jostain ilmiesta saadaan tieto- ja viestinatekniikan avulla havaintoja ja
aistimuksia, jotka vaikuttavat | ahes samalta kuin todellisuudessa. Oppimis-
ympariste on tallein ainakin naenraisesti todellisuutta vastaava [35].

Oppimisympariste voi tarkoittaa myes jotain, joka on mamme siglla ja joka
syntyy ja elea dialogissa toisten ihmisten kanssa. Tellan ja Mononen-Aaltosen
mukaan oppimisymgariste viittaa ensiksi oppijan paan sislla muodostamaan
mentaalimalliin ulkoisesta todellisuudesta. Bma on oppijan siginen repre-
sentaatio oppimisympmristostaan, eika siihen voi vaikuttaa opettajan suo-
ralla toiminnalla, vaan ainoastaan opiskeluymariston kautta. Hyvin suun-
niteltu tavoitteellinen opiskeluympariste voi parhaimmillaan tukea oppimi-
sympariston muotoutumista. Oppija kay dialogia ymparistenss, siis sela
muiden ihmisten, kirjojen etta kaytettavan teknologian, kanssa. @llainen
tulkinta on t arkea verkkoymparistos#, silla siina viestinta ja kanssalayminen
tapahtuu juuri teknologian kautta [35].



3 TKK:nja VHB:n matematiikan verkko-ope-
tushanke

Tutkimuksessa tarkasteltu virtuaalinen matematiikan peruskussi toteutet-
tiin suomalais-saksalaisena yhteisgne Baijerin virtuaaliyliopiston (VHB)
kanssa. Projektin Suomen osuudesta on vastuussa Suomen virtuaadyis-
to (SVY) ja Teknillinen korkeakoulu. Kyseessa on pilottihanke, joka on he-
rattenyt laajaa kiinnostusta Suomessa ja ulkomailla. Hanketta johta Suo-
men osalta opettava tutkija Antti Rasila [54]. Matematiikan tutkimuksessa
on aina ollut paljon kansainwlista yhteistyota ja tietokoneiden laytosakin
TKK:n matematiikan laitoksella on pitk & perinne. 1990-luvulta saakka on ol-
lut kaynniss esimerkiksi emerituslehtori Simo K. Kivedn MatTaFi-projekti
[33].

Tasta huolimatta matematiikan verkko-opetusta on @rjestetty vain vahan,
mikea johtuu muun muassa siig, etta matemaattisten kaavojen esiminen
verkossa ja mys tuottaminen on ollut hankalaa etenkin opiskelijoille. Bis®
asiassa on tapahtunut kuitenkin paljon kehityst viime vuosina mm.
MatTaFi-projektin puitteissa [33]. Projektissa jatkokehitettiin esimerkiksi
tasakin tyesa aiheena olevaa Chris Sangwinin keh#imesa automaattista
tehtavien STACK-tarkastusjarjestelmaa. Kansainwlisella yhteistyella tavoi-
tellaan mm. materiaalin kayten laajentamista.

Virtuaalinen matematiikan peruskurssi oli jo laytannen syistakin johtuen
englanninkielinen. Sia tarjottiin Teknillisessa korkeakoulussa erityisesti ul-
komaalaisille opiskelijoille se& niille, joilla tavallinen lahiopetukseen perus-
tuva matematiikan peruskurssi ei sovi aikatauluihin. Kurssia tgpottiin my es
JOOPAS-jarjestelman [19] ja yhtera rahoittajana toimineen Suomen virtu-
aaliyliopiston kautta muihin yliopistoihin. Kurssi oli sisalleltean ja vaikeus-
asteeltaan likimain vastaava kuin Mat-1.1410 Matematiikan pruskurssi P1
TKK:lla. Koko kurssia ei toteutettu yhteisty ena VHB:n kanssa, sil& eri ta-
hojen kurssien sialleis® oli joitakin eroavaisuuksia. Yksi mista on TKK:n
kurssilla oleva lineaarialgebran osuus, jota ei muilla kursseilble. Materiaalit
ovat modulaarisia ja muunneltavissa. Niia voidaan tulevaisuudessaskytt aa
useammassakin suomalaisessa ja ulkomaalaisessa yliopistossa.

Teknillises® korkeakoulussa kurssigrjestettiin siten, etta luennoitsija julkai-



si kurssin teoriaosuuden Internetigs. Julkaisemiseen &ytettiin Matti Harju-
lan kehittamea htex-koodia. Jokainen opiskelija luki teoriat itsemisesti ja
tutustui esimerkkeihin. Tarjolla oli myes kasiteltavia aiheita taydentavia
luentoja kaksi tuntia viikossa. Nailla luennoilla oli mahdollisuus mgs ky-
sella emselva asioita luennoitsijalta. Kerran viikossa @rjestettiin laskuhar-
joitukset, joissa ohjaaja esitti etulateen annettujen teh&vien ratkaisut tau-
lulla. Liseksi opiskelijat tekivat STACK:lla laadittuja automaattisesti tarkas-
tettavia teht avasarjoja, joita oli yksi sarja viikossa. Harjoituksia tekeralla
sai lisapisteita, jotka otettiin huomioon kurssin arvostelussa. Kurssilla oli
kaytos® myes Optima-oppimisympriste [6], jossa julkaistiin mm. teh#&vien
malliratkaisuja. Liseksi kurssilla oli normaalin tapaan kolme slikoetta.

Kyseess oli siis kokeilukurssi, mutta kansainelinen yhteistye jatkuu toivot-
tavasti myes tulevaisuudessa. Mghemmin yhteistyota on mahdollista laa
jentaa esimerkiksi useampien maiden tai yliopistojen kesken. kéaiaalin
englanninkielisyys luo mainiot puitteet monikansalliseen imintaan, ja ma-
teriaali on tarkoitus keantas myes muille kielille.

4 Automaattisesti tarkastettavat teht av at

4.1 STACK

Nykyeaan tietokoneet ja muu informaatioteknologia ovat kehittyreet niin pal-

jon, etta opiskelijat eivat enaa halua opiskella pellan kynen ja paperin avulla,

etenkaan teknillisiss yliopistoissa. On alettu kehitmean uudenlaisia ope-
tusmetodeja, jotka aktivoivat opiskelijoita. Vaikeinta on sada sellaiset opis-
kelijat, jotka pit avat matematiikkaa liilan vaikeana, aktivoitumaan. Teknilli-

sess korkeakoulussa on kehitelty digitaalisia opetusyjestelmia tavoitteena

parantaa opetuksen tasoa [44].

STACK (System for Teaching and Assesment using a Computer algebraik
nel) on tyen aiheena olevassa projektissaitett ava tietokoneavusteinen ma-
temaattisten tehtavien tarkastusprjestelma. Sen alkupeginen kehittaja on
Chris Sangwin Binghamin yliopistosta. Hn kehitti symbolisen laskennan
ohjelmisto CAS:iin (Computer algebra system) perustuvangyjestelman, jo-
ka mahdollistaa opiskelijoiden vastausten kirjoittamisen aldgeallisessa muo-
dossa. Monissa aikaisemmissa vastaavissajg¢stelmis#& oli mahdollisia vain



sellaiset tehmvat, jossa opettaja antaa useamman mahdollisen vastausvaih-
toehdon ja opiskelijan tarkoituksena on valita mista oikea. Tame saattoi joh-
taa liilan pintapuoliseen opiskeluun [47]. Toinen tavoite olsaada opettajille
jarjestelma, jonka avulla on helppo tehe tehtavia omaan laytt een. Aikai-
sempien @rjestelmien, kuten AiM:in, kaytt © vaati opettajilta ohjelmointitai-
toja [47, 52].

Teknillisen korkeakoulun Matematiikan ja systeemianalyysinditoksella (ai-
kaisemmin Matematiikan laitos) on edelleenkehitetty STACKarjestelmaa
TKK:n opetuksen vaatimuksia vastaavaksi. Kehitystps# on ollut tarkeas®
osassa Matti Harjula, joka lasitteli diplomity es®an jarjestelmaa ja sen laytt oa
[11]. Opiskelijoiden mkekulmasta STACK naytt s yksinkertaiselta Internet-
palvelulta, jossa on tehavia tietyssa jarjestyksesa. Kun jarjestelmaa tutkii
tarkemmin, tulee ilmi paljon erilaisia ominaisuuksia. Harjulaesitteli ty os®an
erilaisia tehtavatyyppeja, joita STACK:lla voi toteuttaa. Ne voidaan jakaa
valintatehtaviin ja avoimiin tehtaviin. Valintateht avilla tarkoitetaan sellai-
sia, joissa vastaus on &kyviss ja oppilaan taytyy vain osata valita oikea
vaihtoehto. Neaiden tehtavien etu on se, et vastausvaihtoehtoja on rajoite-
tusti ja vastausten swttamisesa ei tule syntaksivirheit [11].

Avoimet tehtavat ovat sellaisia, joissa vastaus annetaan matemaattisessa
muodossa tyhgan vastauskentean. Vastaus #ytyy olla tietyssa muodossa,
jotta j arjestelma tunnistaa sen oikeaksi. Kuitenkin, jos opiskelija kirjoittaa
vastauksen waras® muodossa, esimerkiksi kirjoittaa(x +1) oikean muodon
X (x +1) sijaan, jarjestelma antaa virheilmoituksen. Opiskelija voi korjata
vastauksen muotoa ja yritea uudelleen. Yleisimpa tehtavia on esimerkiksi
tehtave, jossa pyydetan antamaan jonkin funktion derivaatta tai integraali.
Ohjelma tarkistaa opiskelijan vastauksen vertaamalla sitopettajan vastauk-
seen whenmmalla vastaukset toisistaan ja tarkastamalla, onko tulos nolla.
Tehtavan laatijan ei edes tarvitse laskea integraalia itse etseen, vaan oh-
jelma tekee senkin valmiiksi. Oletusarvoisesti vastauksissa voi esyia myes
CAS-kaskyja. Laatija voi kieltea tiettyjen sanojen, esimerkiksiintegrate -
komennon, layten vastauksessa. Kysymys voi olla neg sellainen, jossa oppi-
lasta pyydetwman antamaan esimerkki jostain funktiosta, esimerkiksi funktio,
jonka nollakohtia ovat 1 ja 2. Tarvittaessa STACK voi mys laatia tehtavie,
jotka liittyv at kuvioihin ja kuvaajiin. Vastaajaa voidaan pyytea esimerkiksi
siirtamaan funktion kuvaaja oikealle kohdalle [11]



Kuva 1: Esimerkki STACK-tehtavasta

Tehtavista voi tehda satunnaistettuja, jolloin tehtavas# esiintyvien vakioi-
den arvot voidaan arpoa jokaiselle opiskelijalle erikseen. Egrkiksi voidaan
muodostaa yhele x a = 0, jossa a:n arvo vaihtelee 1:n ja 9:n wlilla.

Tallein eri opiskelijat saavat erilaiset tehtvat. Toisaalta opiskelija voi myps
harjoitella useamman kerran samaa teltves eri alkuarvoilla. Tama auttaa

rutiininomaisessa harjoittelussa, joka ondrkes& monilla yliopistotasoisilla-
kin matematiikan kursseilla. On jopa ehdotettu, eth satunnaistamisen avulla
koetehtavat voitaisiin julkaista etuk ateen. Tallein opiskelijat voisivat harjoi-

tella niin paljon kuin haluavat, ja silti tenttiin tullessa heilla on erilaiset ver-
siot tehtavista. [48].

Opiskelijan tehtavasta saamasta palautteesta voi halutessaan teagksityis-
kohtaisempaa ja opiskelijan vastauksesta riippuvaa. Yleisiman virhetyypit



voidaan mearitt éa ja antaa miden mukaan ohjaavaa palautetta. Esimerkiksi
integrointiteht avan vearan vastauksen palautteen voi muotoilla seuraavasti
[47]:

Antamasi funktion derivaatta tulisi olla sama kuin funktio, jo-
ta pyydettiin integroimaan. Kuitenkin vastauksesi derivaatia x:n
suhteen onn[@diff (sa;x)@n], joten olet tehnyt jotain vearin.

Tietyn vearan vastauksen vaikutuksen arvosteluun voi ngs mearitella erik-

seen. Tehavan pisteytyksen voi jakaa mys osiin, jolloin tietyn osion oikeas-
ta ratkaisusta saa tietyn maaran pisteita. Esimerkkina tasta on derivaatta-

tehtave, joka sisltas a-, b- ja c-kohdat. Tallaisessa tehdvas® on jarkevinta

antaa yksittaisista kohdista pisteit, vaikka koko tehmva ei olisikaan ratkais-
tu oikein.

Kurssilla kaytetyissa tehtaviss on mukana mys malliratkaisut. Niiden kulku
riippuu annetuista parametreis&. Opiskelija saa malliratkaisut laytteens,
kun tehtavien vastausaika on pattynyt ja opiskelija on vastannut tehtaviin.
Tallein opiskelija voi tarkistaa mahdolliset virhelasityksens tai tutustua eri-
laisiin tapoihin ratkaista tehteava.

On pohdittu, liseavatke automaattisesti tarkastettavat tehtavat matematii-
kan opetuksen laatua ja opiskelijoiden oppimista [42, 44].eNla tehtavilla
voidaan taydentaa perinteista matematiikan opetusta varsinkin mekaanisen
harjoittelun osalta. Omakohtaista opiskelua ja erityisesti hgpitustehtavien
ratkaisemista on pidetty matematiikan opiskelussasrkeana. Harjoitustehta-
via voidaan liittea myes osaksi verkko-opetusta, niin kuin tutkittavalla kurs-
sillakin on tehty.

Automaattisen tarkastuksen teknologia on heattenyt kiinnostusta myes
TKK:n ulkopuolella. Esimerkiksi Antti Rasila esitteli TKK:n k ayttamea
STACK-ohjelmistoa ja tehtyja tehtavia lukion opettajille LUMA-p aivill &
24.10.2008 [43]. Paikalla olleet opettajat olivat kiinnosineita tehtavista, ja
osa ottikin yhteytt a jalkikateen. Kolmessa lukiossa on nyt otettu &ytt eon
TKK:llatehtyj & lukio-opetukseen sopivia televie. Koulujen abiturientit ovat
kaytt aneet raita tehtavia pitkan matematiikan kertaukseen. Lukiotasoisille-
kin tehtaville on siis kysyn®a. Teknillisen korkeakoulun rajallisten resurs-



sien vuoksi olisi hyw, jos lukioiden opettajat oppisivat mys itse tekensan
tehtevia omaa opetustaan varten STACK-ohjelmistolla.

4.2 Teht avien tekninen toteutus

Taman tyen yhteydess kirjoittaja on tehnyt noin 150 STACK-teht avea Tek-
nillisen korkeakoulun laytteen. Lahes kaikkiin tehtaviin on tehty myes mal-
liratkaisut, joiden kulku riippuu satunnaisten parametrien avoista. Tyen
aiheena olevan kurssin leksi tehtavia on tehty muun muassa aloitteleville
opiskelijoille lukioasioiden kertausta varten.

Esimerkkitehtavana tasa kaytetean kirjoittajan Mat-1.1610 Mathematics 1
-kurssille tekermaa englanninkielist Distance from a point to a line - teh&awves.
Siina pyydetaan laskemaan edisyys annetusta pisteest annetulle suoral-
le. Tehtava liittyy kurssilla k asiteltaviin asioihin, ja vastaavanlainen tehava
on ollut aikaisempina vuosina kytes® tavallisissa laskuharjoitustehéwviss.
Tehtavenanto oli seuraava:

Let x=(1;2). Find the distance of x from the line VYR,

where y = (3;4).

Give an approximate value of your answer to three (3) decimal s.
Use dot . as the decimal separator.

Tehtavan laatiminen aloitetaan rmearittelemalla muuttujien arvot. STACK:n

Tehtavan muuttujat-kohtaan kirjoitetaan ensin tarvittavat muutt ujat ja mea-
ritell@an niiden arvojen vaihtelu. Tasa tehtavasa oli nelj@ eri muuttujaa,

joiden arvo on kokonaisluku -9:n ja 9:n tai 1:n ja 9:n &lilla. Tehtavasta on
siis yli 100 erilaista versioita. Maariteltyjen muuttujien avulla on m earitelty

tehtavasa tarvittavat esimerkiksi tehtavanannon kannalta merkit®mvat muut

parametrit. My s oikea ratkaisu on maritelty t as® kentas#, silla se luon-
nollisesti rippuu annetuista parametreista. Seuraavassa on kattuna, miten

muuttujat on m aaritelty:

x1 = rand([-9,-8,-7,-6,-5,-4,-3,-2,-1,1,2,3,4,5,6,7,8 9D
x2 = rand([-9,-8,-7,-6,-5,-4,-3,-2,-1,1,2,3,4,5,6,7,8 9]
y1l = rand(listify(setdifference({1,2,3,4,5,6,7,8,9}{ x1}))
y2 = rand(listify(setdifference({1,2,3,4,5,6,7,8,9},{ x2})))

pxy = x1*yl+x2*y2



pyy = ylr2+y2/°2

/l lahimman pisteen koordinaatit:
pl = pxy/pyy*yl

p2 = pxy/pyy*y2

/I Malliratkaisun muita \alivaiheita:
vl = x1-pl1

v2 = x2-p2

tans = sqrt(vir2+v2/2)

TAns = decimalplaces(tans,3)

Tehtavan runko -kohtaan kirjoitetaan varsinainen teh&wvananto. Siihen tar-
vittavat parametrit m aariteltin muuttujat-kohdassa. Tehtavanannon mate-
maattinen teksti kirjoitetaan LATEX-tekstina. Vastauslaatikoita voi laittaa
useampia. Esimerkkitehtvas®kin on kaksi vastauslokeroa. Telgvasta saa-
tavat pisteet voi mearitt @ miten haluaa, esimerkiksi siten, est ensimnai-
sesk kohdasta saa puoli ja toisesta puoli pistett.

Mallivastaus-kohtaan kirjoitetaan tehtavan ratkaisu kokonaisuudessaan. Rat-
kaisun walivaiheet riippuvat annettujen parametrien arvoista, joen walivai-
heisiinkin liittyv at arvot on meariteltava muuttujat-kohdassa. Taydellisen
malliratkaisun kirjoittaminen onkin yksi aikaa vievimmistea kohdista tehtavea
tehdess.

If $x=(@x1@,@x2@)$%$ and $y=(@QYyl@,@y2@)$, then
\[

\begin{cases}

X\cdot y = (@x1@)(Qyl@)+H(@x2@)(@QYy2@)=@pxy@ \\
ylcdot y = (@yl@)"2+(@Qy2@)"2=@pyy@.

\end{cases}

\

It follows that

\begin{egnarray*}

P_y(x) & = & \left( x\cdot \frac{y¥||y||} \right) \frac{y} {Ivi} W\
& = & \frac{x\cdot yH{y\cdot y}y \\

& = & \frac{@pxy@H@pyy@}(@yl@,@y2@) \\

& = & \left( @pl@,@p2@ \right) .

\end{egnarray*}

The distance of a point $x$ to the line $\mathbb{R}y$ is given by
\begin{egnarray*}
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IXx-P_yX)| & = & [|(@x1@,@x2@)-\left( @p1@,@p2@V\right) || \

& = & ||\left( @vi@,@v2@\right) || \

& = & \sgrt{\left( @v1i@\right)*2+\left( @v2@\right)*2} \\
& = & @tans@ \\

& \approx & @TANs@.

\end{egnarray*}

Seuraavassa on kuvattu, mikk mallivastaus reyttea opiskelijalle:
If x=( 83) andy=(3;6), then
(
x y=( 8)(3)+((3)6)= 42
y y=(3)%+(6)*=45:
It follows that
Yy oy
liyii il
Xy
y yy
42
25 30
u 28
5" 5
The distance of a point x to the line Ry is given by
14 28
5' 5

Py (X)

ji¢ 83)
26 13
5'5
26 2 13 2
— +

5 5

iix  Py(X)jj

i

5

5:814

Taman tyen liitteena on muita kirjoittajan tekemia STACK-tehtavia koodei-
neen (Liitteet 1 ja 2).
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5 Interaktiiviset oppimateriaalit

Yksi matematiikan verkko-opetuksen eduista on se, ettverkossa on pal-
jon mahdollisuuksia erilaisten interaktiivisten materiaali@ kaytelle. Tas®a
kasiteltavalla matematiikan verkkokurssilla teoreettinen materiaali on &-
tetty verkossa html-muodossa, ja siihen on ledty interaktiivisia element-
teja mm. GeoGebra-ohjelmiston avulla [8]. GeoGebra on ohjelmistjolla
voi esimerkiksi rayttea erilaisia geometrig tai algebrallisia lasitteita ha-
vainnollistavia animaatioita. Talla matematiikan verkkokurssilla GeoGebraa
kaytetaan muun muassa derivaatan havainnollistamiseen. GeoGebra on va
paa ohjelmisto ja ladattavissa ilmaiseksi Interneti#t, joten se on kaikkien
opiskelijoiden ja opettajien ulottuvissa.

Dynaamiset esimerkit auttavat opiskelijaa keskittynmen opiskelussaan olen-
naisiin asioihin [16]. Kurssin verkkomateriaaliin oli liitetty linkki animaa-
tioon, jossa aihetta esitettiin kuvan avulla (Kuva 2). Animaatiossa oli val-
miiksi annettu funktio, jonka tangenttia tarkasteltiin eri p isteis®. Opiskelija
pystyi valitsemaan tietylta valilt & pisteen, johon tangentti piirreman. Opiske-
lija pystyi t aten hyvin havainnollisesti tarkastelemaan, miten tangenttmuut-
tuu funktion eri kohdissa. Tame auttaa opiskelijaa hahmottamaan derivaa-
tan kasitteen paremmin.

5.1 Oppimisen tukeminen interaktiivisten materiaalien
avulla

Itavaltalainen Evelyn Stepancik on tutkinut lukiolaisten ja anmattikoulu-
laisten mielipiteita eri tietokoneohjelmien laytosta matematiikan opetukses-
sa Medienvielfalt am Mathematikunterricht -projektissa [3451]. Projektissa
kehitettiin tietokoneoppimisalustoja matematiikan eri osaalueilta. Oppilai-
den mielesa tutkituista tietokoneohjelmista (Derive [5], GeoGebra, Ekel,
Voyage) GeoGebra koettiin laytos® parhaimmaksi. Yli 60 prosenttia opis-
kelijoista oli sita mielta, etta interaktiiviset harjoitukset auttoivat mate-
maattisten kasitteiden ymmartamisesa. Noin 78 % opiskelijoista taas sanoi
ymmartaneens kaikki tarkeat oppimisalustan matemaattiset siallot. Tu-
lokset kuvaavat si®, kuinka interaktiiviset materiaalit auttavat opiskelijoi ta
vaikeampien asioiden ymrartamisesa. TKK:n kurssilla on monia abstrakte-
ja asiasiglteja, kuten esimerkiksi integraaliin liittyvan Riemannin summan
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Xo = 0.7

Kuva 2: Esimerkki GeoGebralla tehdyst animaatiosta

kasite, joiden esitaminen kuvan ja opiskelijan oman tutkimisen avulla hel-

pottaa ymmartamista.

Koska interaktiiviset verkkosivut ovat kaytt &jan koneelle asennetusta ohjel-
mistosta riippumattomia, ne voidaan helposti laytt aa uudelleen toisilla kurs-
seilla, ja ne ovat layttekelpoisia laytannesa kaikkialla. Jo nyt on olemassa
lukuisia sivustoja, joissa on ilmaisia dynaamisia opetusmateriaga. Esimerk-
kina tallaisesta on GeoGebraWiki [9], johon on koottu GeoGebrallahtyja
verkkomateriaaleja usealla eri kieledl ja eri kouluasteille. Kaikki materiaali
on vapaasti laytettavis®, ja sita voi myes muokata omaan kytt een.
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5.2 Kokemuksia interaktiivisten materiaalien k ayt osta
opetuksessa

Mm. Cathy Cavanaugh on tutkinut interaktiivisten materiaalien kaytteoa
matematiikan opetuksessa [4]. Tutkimuskohteena oli lukio-opgsta antava
virtuaalinen koulu Yhdysvalloissa. Selvityksen aiheena oli muumuassa se,
eroavatko oppilaiden tulokset toisistaan kurssilla, jossaslytetaan interaktii-
visia elementtep verrattuna kurssiin, jossa mita ei kayteta. Erityisesti tut-
kittiin lineaaristen yht aleiden piirtamista ohjelmalla, jonka virtuaalikoulun
matematiikan asiantuntijat olivat kehitt aneet. Osallistujat jakautuivat kah-
teen ryhmaan: ryhmas#, jossa ei laytetty graa sia v alineita, oli 14 oppilasta
ja toisessa ryhnasa 33.

Tutkimuksessa oppilaille teetettiin ensin esitietotesti ja kurssi jalkeen lop-
pukoe. Koska tutkimuksen otos oli pieni, ja ryhmien kokoero suiy ei tutki-
muksesta voida teh@ kovin varmoja tilastollisia peatelmia. Ryhman, jossa
ei kaytetty graa sia ty ekaluja, esitietotestin keskiarvo oli 17.50/25 ja lop-
pukokeen keskiarvo 19.21/24. Graa sia tgvalineita kayttave ryhma taas
sai esitietotestise keskimearin 15.02/25 pistetta ja loppukokeesta 18.02/25
pistetta. Nayttaisi siis sil|m, etta oppilaiden loppukokeessa mitatut graa -
sen kuvaajan piirmmisen taidot parantuivat, kun he layttiv at interaktiivisia
ty okaluja. Vastaavaa selvitysk on tehnyt myes TKK:lla Simo K. Kivel a. Han
tutki laajan matematiikan L2-kurssin opiskelijoiden mielipteita demonstraa-
tioty okalu Di EqWeb-ohjelman kaytesta opetuksessa. Tutkimuksen mukaan
opiskelijat eivat pitaneet Di EqQWeb-ohjelmaa kovin olennaisena oppimisen
kannalta. Syyma saattaa Kivelnn mukaan olla se, et kurssikokeessa ei saanut
kaytt ea kyseist tyokalua [23].

6 Kahden verkko-opetus] arjestelm an vertai-
lu

TKK:lla k aytetyn jarjestelman lisaksi on olemassa muitakingrjestelmia, joil-
la voi laatia matematiikan harjoitustehtavia verkkoon. Tyen kirjoittajan toi-
miessa aikaisemmin WebALT:in [57] palveluksessaah teki matematiikan
verkkotehtavia lukiolaisille, ammattikorkeakoululaisille ja Helsingin ylopis-
ton Virtuaalisen analyysin peruskurssin opiskelijoille Maplesaft kaupallis-
ta Maple T.A. -jarjestelmaa [31] kayttaen. Kirjoittajalla on siis omakohtai-
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sia kokemuksia mgs kyseise#t jarjestelmasta. Maple T.A. perustuu saman-
laisiin lahtekohtiin kuin STACK. Sekin mahdollistaa algebrallisten vastas-
ten syoten ja tehtavien satunnaistamisen [12]. Maple T.A.:ssa ei ole mah-
dollista antaa opiskelijoille yksibllista palautetta, toisin kuin STACK:ssa.
Maple T.A.:n kaytteliittym & on myos hieman kankeampi ja hitaampi kuin
STACK:n. Jarjestelman kehittejat pyrkiv at kuitenkin ratkaisemaan raita on-
gelmia.

WeDbALT k aytt@aa Chalmersin teknillisen korkeakoulun professori Aarne Ran-
nan kehittamea Grammatical Framework-nimis#& kielen generoimigrjestel-
mee, jonka tarkoituksena on leantea Maple T.A-tehtavia muille kielille, mm.
englanniksi, espanjaksi ja ranskaksi [41, 53]. Tehtat voidaan siis esitaa
opiskelijoille heidan omalla aidinkielellaan, jolloin veahemmiswjen ei tarvit-
se tuntea its@ans syjityksi [3]. Tallaista ominaisuutta ei STACK:ssa vieh
ole, joten STACK:n tehtavat taytyy kaytanness halutessaan kentea kasin.
Tama voisi olla kaytannellinen ominaisuus STACK:ssakin. Esimerkiksi suo-
menkieliset teh&vat olisi hyva keantaa ainakin ruotsiksi ja tarpeen tullen
myes englanniksi. Kaytannes® kuitenkaan ainakaan silloin, kun kirjoittaja
ty oskenteli WebALT:lla vuonna 2007, eantaminen ei viek sujunut koneel-
lisesti, vaan monet tehavat piti k eantaa kasin. Koneleantamisesa erityisia
vaikeuksia aiheuttaa suomen kielen hankaluus.

TKK:lla on kehitetty STACK:iin paljon uusia ominaisuuksia, ja yksi naista
on taydennett®va vastaus -vaihtoehto. Opiskelijaa voidaan pyia taydentsa-
mean esimerkiksi integraalin ala- ja yaraja vastaukseen (Kuva 3). ®llaista
mabhdollisuutta ei ole Maple T.A.-jarjestelmas®.

Kuva 3: Esimerkki taydennetmvasta STACK-tehtavasta

Seuraavaksi esitetan vertailu STACK:n ja Maple T.A.:n toiminnoista:
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STACK Maple T.A.

Parametrisoidut tehtavat kyll a kylle
Symboliset vastaukset 47,1 kylla
Numeeriset vastaukset kyk kylla

Useampi vastausruutu kyle? kylla
Matriisimuotoinen vastaus kylleP kylla
Monivalinta kyll &° kylla
Taydennett®vea vastaus -vaihtoehto kylgd ei
Essee-kysymykset ei kydl
Tarkistusalgoritmin tyyppi puu vapaa
Parametrien valitseminer eksplisiittinen implisiittinen
Palautteen muotd dynaaminen staattinen
Kysymysaltaat? ei kylle
Sahkeposti ei kylla
Keaantaminen muille kielille manuaalisesti  koneellisesti (WebALT-wsio)
Kaupallisuus vapaa ohjelmisto kaupallinen ohjelmisto

8TKK:n STACK:ssa

bTKK:n STACK:ssa

TKK:n STACK:ssa

dTKK:n STACK:ssa

€Miten parametristen teht avien parametrit on valittu, eli periaatteessa joko
meeritell aan, mitka parametrit ovat sopivia tai m earitell@an olosuhteet, jotka
parametrien tulee toteuttaa.

Riippuuko palaute vastauksesta, eli voiko antaa kohdennettua palautetta tiet-
tyyn ongelmaan vai onko palaute vain staattista oikein/v earin-tyyppi &.

9Kaikki kysymykset voidaan valita satunnaisesti kysymysaltaasta, eli
tehtavasarjassa voi olla eri kysymykset eri opiskelijoille, eil vain eri parametrit.

Helsingin yliopiston virtuaalinen analyysin peruskurssi &sitteli vuonna 2007
suurelta osin samoja asioita kuin ds® keasiteltava tutkittava TKK:n ma-

tematiikan peruskurssi Mathematics 1. Alla olevassa taulukossa vaillaan
naiden kahden kurssin toteutusta tgn kirjoittajan kokemusten perusteella.
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Mathematics 1  Virtuaalinen ana-
lyysin peruskurssi

Opetusmuoto monimuoto-opetus verkko-opetus
Kansainwalisyys kansainwalinen kansalline
Opetuskieli englanti suomi
Tehtavajarjestelma STACK Maple T.A.
Oppimisympariste Optima Blackboard
Volyymi pieni pieni
Interaktiivisuus GeoGebra, Flash ~ WIRIS-laboratorio
Luentojen nauhoitus ei kyl&a

Ulkopuolisia osallistujia  kylla kylla

a0Opetusmateriaalit kuitenkin k aytes® USA:ssakin

Helsingin yliopiston kurssi prjestettiin t aysin virtuaalisesti. Ainoastaan kurs-
sikokeisiin piti tulla paikan pealle yliopistolle. Luennot pidettiin Ivocalize-
ohjelman avulla Internetis®. Kurssilla oli oma "luokkahuone”, johon kokoon-
nuttiin kaksi kertaa viikossa. Kurssin luennoitsija, professori Mia Sepmla
esitti teorian Power Point-esityksem ja samalla selitti asioita mikrofonin
avulla. Opiskelijat saivat teoriaosuuden aikana tai senajkeen kommentoi-
da kesiteltya asiaa joko keskusteluikkunassa tai omaan mikrofoniin puhuen.
Tallainen kommentointi jai kyllekin valitettavan veaheaiseksi. Luentojen aika-
na opiskelijat tekivat myes muutaman Maple T.A.-teh&van, jolloin opettaja
sai wvalitenta palautetta opiskelijoiden osaamisesta.dme on suuri etu muihin
luennointitapoihin verrattuna: opettaja saa harvoin rain nopeaa palautetta
opiskelijoiden oppimisesta. M@s kurssin laskuharjoitukset @rjestettiin vir-
tuaalisesti. Tehtavat tuli palauttaa laskuharjoitusten ohjaajalle shkeisesti
ja harjoitusten aikana kaytiin teht avat lapi. Valilla, jos kasiteltava aihe oli
erityisen haastava, oli tarjolla myos Maple T.A:lla tehtyja lisatehtavia.

Virtuaaliluennot nauhoitettiin ja nauhoitteet tallennett iin Blackboard-op-
pimisymparisteen, jolloin kurssin osallistujat saattoivat kuunnella luennot
myes jalkikateen, jos he eiat paasseet varsinaiselle luennolle.amea vahensi
entises®an pakollista paikkaan ja aikaan sidottua toimintaa. Opiskejat pys-
tyiv &t siis opiskelemaan hyvin paljon omassa tahdissaan. TKK:n kurssilbli
lahitapaamisiakin, mm. laskuharjoituksia ja fydentavia luentoja. Naiss® pai-
kalla olo saattaa helpottaa useimmilla huomattavasti opiskehu
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Kurssi erosi TKK:n kurssista muutenkin kuin opetusmuodon perustelal. Se
jarjestettiin suomenkielisem, mutta toisaalta luennoitsija Mika Sepmla on
pitanyt samasta aiheesta virtuaaliluentoja mgs USA:ssa Florida State Uni-
versityss. Osa luentokalvoista olikin USA:ssa aikaisemminelytettyj & kal-
voja. Tama periaatehan toimii myws TKK:n kurssilla. Koska materiaali on
englanninkielis®, sita voi kayttaa laaja joukko opiskelijoita eri maista ja eri
oppilaitoksista. Molemmilla kursseilla on ms laitoksen ulkopuolisille opiske-
lijoille j arjestetty mahdollisuus osallistua kurssille. Helsingin yliopisto kurs-
silla oli esimerkiksi yksi lukiolainen, joka oli jo saanut kaikkiukion matema-
tilkan kurssit suoritettua ja halusi syventas tietojaan. Tallaisilla henkileille
ei valtt amatt & ole aina mahdollisuutta tulla paikanmalle kuuntelemaan luen-
toja, joten virtuaaliopetus on heille hywa vaihtoehto.

Molemmilla kursseilla oli kaytess® myes interaktiivisia elementtep. Helsingin
yliopiston kurssilla kaytettiin WIRIS-virtuaalilaboratoriota [58] , jolla pys-
tyi mm. havainnollistamaan funktioiden kulkua, kun taas TKK:n kurssilla oli
kaytos® edell mainittu GeoGebra-ohjelma. Helsingin yliopiston kurssilla ol
enemnan budjetoituja resursseja ja suurempi rahoitus kurssimjjestamiseen,
mike osaltaan heikenga kurssien vertailtavuutta keskeman. Yhteista molem-
mille kursseille oli pieni osanottajamaara. Syy tahan voi olla se, eta verkko-
opetus on viet uusi ilmie, ja monet vierastavat si&. Lisaksi TKK:lle otetaan
ei-suomenkielis opiskelijoita vasta kandidaattivaiheen g@lkeen, minla vuok-
si kurssi ei ole mille opiskelijoille pakollinen.

7 Pedagoginen viitekehys

7.1 Verkko-opetuksen oppimisk  asitykset

Korkeakouluopetuksessa on viime vuosina siirrytty opettajajdbisesta opet-
tamisesta oppilaskeskeisemam opetuksen suuntaan [2]. Verkko-opetuksen ja
pedagogiikan &htekohtina pidetaan tiettyj & oppimiskasityksia, joista kirjal-
lisuudessa esiintyat eniten konstruktivistinen oppiminen, itseohjautuva op-
piminen ja yhteistoiminnallinen oppiminen [22]. Matematikan opetuksessa
on Jarkko Leinon [29] mukaan useampia eri konstruktivistisia suniauksia.
Konstruktivismi painottaa aina oppijan osuutta tiedon muodosamisessa ja
oppijan aikaisemmilla tiedoilla on olennainen osa uuden asiappimisessa.
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Hean konstruoi tietonsa ja omakohtaisen havainnoinnin jagirkeilyn tuloksena
vakuuttuu sen oikeellisuudesta. Bs# tiedolla voidaan tarkoittaa kolmea eri-
laista lajia: tuntemistieto (esim. tiedan Matti Meik alaisen), taitotieto (tiedan,
miten pyeralla ajetaan) ja propositionaalinen tieto (tiedan, etta kuu kiertea
maata) [26]. Tieto ei ole kuitenkaan vain yks#n konstruktio. Yksilokeskeisen
konstruktivismin rinnalle onkin viimeisen kymmenen vuoden &ana kehitty-
nyt moninainen konstruktivistinen teoriajoukko, kuten sosiokulttuurinen ja
sosiaalinen konstruktivismi. Naiden teorioiden yhteinen nimike on sosiaali-
perspektiivinen konstruktionismi.

Konstruktivismin toteutuminen matematiikan opetuksessa on &lill& hieman
hankalaa. Varsinkaan yhasteella ja lukiossa ei kaikkia asioita pystgt eika
ole tarkoituksenmukaistakaan todistaa. Toisaalta harvat &siteltavat asiat
ovat sellaisia, etk opiskelijat pystyisivat niit & itse todistamaan, joten todis-
taminen on monesti opettajajohtoista. Jotkut matemaattiset kavat on siis
vain annettava valmiina oppilaiden laytteeon. Teknillisen korkeakoulun ma-
tematiikan peruskursseilla opiskelijaraarat ovat todella suuria ja luennoilla
onkin lahinna opettajajohtoista opetusta. Toisaalta laskuharjoitusryhmiss
on hieman oppilaskeskeisensg opetusta, ja monissa harjoituksissa opiske-
lijat esitt avat omat tehtavan ratkaisunsa taululla. Massaluennoista ei ole
resurssien rajallisuuden vuoksigrkevea luopua. Toisaalta tulevan kolmen
korkeakoulun yhteenliittymean, Aalto-yliopiston, yksi tavoitteista on juurikin
opettaja-oppilas lukumasrasuhteen parantaminen [1]. &m& onnistuu joko
henkilokuntaa lissamella tai opiskelijoiden siganottoa veahenmmella. Tas®
tullaan taas resurssikysymykseen: onko varaa éita henkilokuntaa, vai onko
pakko vahents&a opiskelijanearia?

7.2 \erkko-opetus ja mielek a&s oppiminen

Muun muassa Jonassen on @aritellyt mielekk @an oppimisen kriteere (Ku-
va 3) [18]. Mielelas oppiminen on aktiivista. Tutkimuksen kohteena olevalla
matematiikan peruskurssilla ei pelkstan lueta tekstie tietokoneruudulta,
vaan kokeillaan myos itse erilaisia animaatioita. Kurssi painottaa konstruk-
tivismin mukaisesti oppilaan omaa osuutta tiedon muodostamisess@pis-
kelijat ovat valinneet kurssin, koska se kuuluu hei@n opintoihinsa ja siita
on hyetya myes tulevan ammatin kannalta. Kurssi on siis mgs tarkoituk-
senmukainen. Mukana on tosi@imean liittyvi & esimerkkeg, joten kurssi on
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Aktiivisuus

Tarkoituksellisuus Konstruktivistisuus

Autenttisuus Yhteistoiminnallisuus

Kuva 4: Viisi mielekk a&an oppimisen kriteeri & Jonassen et al.;a [18,
s.6] mukaillen.

myes autenttinen. Opiskelijoilla on mahdollisuus yhteistoiminallisuuteenkin
kurssin aikana esimerkiksi niin kutsutun laskutuvan muodossa. Lastuvas-
sa opiskelijat voivat ratkaista yhdesa harjoitustehtavia ja tarvittaessa kysya
laskutuvan ohjaajalta apua. Kokonaisuudessaan kurssi perustuu sita osin
itseohjautuvaan oppimiseen.

Kaikessa oppimisessa, n@g verkko-opetuksessa, omtkess kehittea myes
korkeamman ajattelun taitoja. Verkkomateriaalia teh®aess on siis otettava
huomioon mys ns. tehokas oppiminen (engl. e ective thinking). Ajattelun
taidot voidaan Joli en, Ritterin ja Stevensin [17] mukaan j&kaa seuraaviin
kategorioihin:

. Ideoiden tai vaihtoehtojen muodostaminen.

. Systeemin osa-alueiden ja niidenalisten suhteiden analysointi.
. Vaihtoehtojen vertailu.

. Paatelmien ja tulkintojen teko aineistosta.

. Vaihtoehtojen arviointi kriteereja kaytt aen.

. Oman ajattelun tarkkailu, seuranta ja uudelleen arvioint

OO, WNBE
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Kategoriat voidaan luokitella siten, etta ensimmainen kategoria kuvaa luo-
vaa ajattelua, kategoriat 2-5 kriittista ajattelua ja kategoria 6 metakogni-
tiota. Hyva ajattelu tarkoittaa naiden kaikkien kategorioiden yhdistelraa.

Jos halutaan kehitma kaikkia naita osa-alueita verkko-opetuksessaaytyy

noudattaa jokaista kategoriaa systemaattisesti ja vastata jokaen kohdalla
seuraaviin kysymyksiin:

1. Mitk & ovat verkko-opetuksen rajoitukset &s® ajattelun kategoriassa, ja
miten niit & voidaan kompensoida?

2. Mita mahdollisuuksia on liata taman kategorian ajattelutaitoja, ja mita
muita ominaisuuksia siihen piaa sisllytt aa?

Tutkimuksen aiheena olevalla verkkokurssilla tulee pohditta paljon asioi-
den wlisia yhteyksia, silla opiskelu on itsemista. Interaktiivisten esimerk-
kien avulla voidaan tehda paatelmia ja tulkintoja aineistosta. Omaa ajattelua
tulee tarkkailtua ja seurattua STACK-ohjelmistolla tehtavien matematiikan
tehtavien avulla; opiskelija saa &litenta palautetta oppimisestaan.

7.3 Hyv an verkko-opetuksen ominaisuuksia

John Keller on kehittanyt ARCS (attention, relevance, con dence, satisfac-
tion)-mallin hyv &n ja motivoivan verkko-opetuksen ominaisuuksista [49]. Sen
mukaisesti verkko-opetuksen ja verkkomateriaalin on:

1. Hemtettava oppilaan mielenkiinto ja huomio (attention).

2. Oltava opiskelijalle relevanttia (relevance).

3. Tuettava opiskelijaa siten, et& han kokee olevansa varma osaamisestaan
(con dence).

4. Annettava opiskelijalle tapa, jolla lan voi osoittaa osaamisensa (satisfac-
tion).

Tasa kesiteltavalla matematiikan verkkokurssilla ehdot &yttyv at seuraa-
vasti:

Ehto 1: Verkkokurssilla on interaktiivisia esimerkkeg, joissa on laytetty apu-

na mm. Geogebra-ohjelmaa. &ma esimerkit auttavat opiskelijaa ymnarte-
meaan opetetun asian ja hesittaa myes opiskelijan mielenkiinnon.
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Ehto 2: Verkkokurssin materiaalit ovat asiantuntijan laatimia. Materiaaleissa
kaytetean pohjana vanhoja, aikaisemmin matematiikan peruskursseiltalei-

ta materiaaleja. Todistukset on pyritty esittamean tavalla, jolla heikommat-

kin opiskelijat pysyvat niiden kulussa mukana.

Ehto 3: Verkkokurssin teoriaosuuden yhteydesson niin sanottuja "Quick
thought" -teht avia, joiden kohdalla opiskelija voi testata, onko ymmartanyt
kesiteltavan asian. Limksi kurssilla on runsaasti tietokonepohjaisia STACK-
harjoitustehtavie.

Ehto 4: Opiskelija saa wlitonta palautetta STACK-harjoituksistaan ja han
voi niita tekemalla kemta lisapisteita kurssille. Kurssilla on laytessa myes
perinteinen palautettavien harjoitusten systeemi, jossa opisk@ palauttaa
harjoitustehtavia assistentille, joka tarkastaa ja pisteytéa ne. Opiskelijat voi-
vat saada mys vertaispalautetta muilta opiskelijoilta esimerkiksi laskutivas-
sa.

Michael Uljens tutki vaiteskirjassaan [56] niin sanottua opetus-opiskelu-oppi-
misprosessia (engl. TSL). in tutki n aiden kolmen tekipn valisia suhteita ja
miten ne vaikuttavat toisiinsa. Opetus on tietojen ja taitojen levitt amista, se
ei kuitenkaan aina \altt amatta johda oppimiseen. Oppiminen voi olla opet-
tamisen tulosta, mutta toisaalta oppimista voi tapahtua mys ilman opet-
tamista. Asian voi oppia, vaikka kukaan muu ei sk viela olisikaan oppinut
(vrt. tutkijat). Opiskelu ei v altt amatta johda todelliseen oppimiseen; ei ri,
etta opettaja opettaa, lmnen on mws saatava oppilaat oppimaan. Oppiminen
tapahtuu oppilaan oman aktiivisen ajattelun tuloksena. Esimekkina opetus-
tilanteesta voisi olla sellainen, jossa opettaja opettaa ja opiskja kuuntelee.
Tentissa opiskelija ei kuitenkaan osaa opetettua asiaa. Ongelmana on st¢a
opiskelija eioppinut asiaa sywllisesti, vaikka opiskelikin si&. Opettajan on
siis kiinnitett ava opetuksessaan huomiota neg oppilaiden oppimisprosessiin
[56].

7.4 \erkko-oppimisymp arist et

Oppimisymparistojen muutoksessa olennaisena osana on ollut oppijan ase-
man vaihdos objektista subjektiksi. Tata pyritean tukemaan kasvatuksen
muilla keinoilla. Tama ei kerro vieR mitaan informaatio- ja kommunikaa-
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tioteknologian (IKT) osuudesta muutoksessa. IKT-sovellukset ovdisenneet
niin sanottujen informaalien kenttien, joissa suuri osa oppimistgamme ta-
pahtuu, merkitysta ja mahdollisuutta opetuksessa. Oppimisyn¥ristejen
muuttuessa yta tarkeampasa on, miten opettaja ja oppija kykenewt toimi-
maan yhteisen mamearan saavuttamiseksi. Ema ei riita keskittya vain op-
pisisaltejen kasittelyn ja didaktisten ratkaisujen erilaisiin puoliin ja strate-
gioihin, vaan niiden toimivuus on ymnarrettava myes verkkopedagogisesta
nakekulmasta. Eero Pantzar [39] raarittelee oppimiymperisten seuraavasti:

Oppimisymparistella tarkoitetaan kaikkia niita paikkoja, tapah-
tumia ja prosesseja, joilla on wlitenta tai valillista merkitys®

yksiloen oppimista edisavien ainesten tuottamisessa riippumatta
siita, liittyyk o tilanteeseen yksdn tai ulkopuolisen toimijan tar-

koituksellisia oppimisaikomuksia tai onko oppija samarkaisesti

tietoinen tilanteen merkityksesé oppimiselleen.

Verkko-opiskelu on yksi tyypillinen IKT-perustainen oppimisynparistesovel-
lus. Termilla viitataan opiskelun keskeisiin puitteisiin ja resursseihin, lrdr-
netina nayttavaan informaatioverkkoon ja sen perustalle rakennettuihin eri
laisiin pedagogisiin sovelluksiin. Verkko-opiskelu on muuttart etaopiskeluun
littyvi & rakenteellisia ja pedagogisia ratkaisuja. Nylean IKT:n rooli on hy-

vin keskeinen edopetuksessa.

7.5 Pedagogisia n akekohtia

On vaarana, et® IKT-sovellukset nahdaan vain teknologisina innovaatioi-
na ja niiden toimivuus arvioidaan vain teknologisin kriteeein. Voidaksem-
me waltt aa tallaista ajattelua uusien oppimisymp@ristojen suunnittelussa on
hyve muistaa seuraavat asiat [39]:

1. Pelkka informaation siirto ei ole oppimista. Informaation jalostanseen
liittyvien ratkaisujen on oltava pedagogisia.

2. Oppimisessa &siteltava tieto opitaan tehokkaasti sosiaalisessa vuorovai-
kutuksessa ja yhteistoiminnalliseti. Verkkopohjaisissa oppimisyparisteis®
on monia mahdollisuuksia toteuttaa allaista vuorovaikutusta.

3. Opetuksen on oltava ykssllisesti joustavaa ja eataleitya.
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4. Tehokas oppiminen edelly®a nopeaa ja tiedontarpeen suhteenslitenta
tiedonhankinnan mahdollisuutta. Tama koskee sek yksilon etta yhteistoi-
minnallisten ryhmien vaatimuksia.

Oppimisymparistejen haasteina ja niille tarjoituvina mahdollisuuksina voi-
daan mhda mm. seuraavat asiat [39]:

1. Tietoyhteiskunnan IKT-pohjaisia oppimisympmaristeja ei pida nahda pe-
rinteisten oppimisymparistejen syrjaytt ajana, vaan niiden ®ydentajina ja ri-
kastuttajina.

2. Etaopiskelun mahdollisuudet paranevat huomattavasti uusien oppis-
ymparistejen ansiosta.

3. Oppimisymparistesta voidaan teha sellainen, joka palvelee oppijoiden
eriytyneita, esimerkiksi ilean tai aiempaan koulutukseen liittyvi, tarpeita.
4. Oppimista tukevien tietosialtojen paivitys on entista helpompaa ja on-
kin tarkes& huomioida, et® tietoyhteiskunnan uusin infrastruktuuri ei saisi
tarjota vanhentunutta tietoa.

5. Verkolla on monia etuja opetuksessa: se on tehokas jakelygstelma, se
sallii yhteistoiminnallisuuden ja antaa mahdollisuuden yksdlliselle tiedon-
hankinnalle.

Tasa kesiteltava matematiikan peruskurssi @rjestettiin monimuoto-opetuk-
sena. Englanninkielisiss teksteis® keaytetasn nimityste blended learning.
Monimuoto-opetus voi tarkoittaa monia eri asioita. Silé tarkoitetaan yksin-
kertaisimmillaan luokkahuoneessa tapahtuvan kasvokkain-opésen ja In-
ternetiss tapahtuvan opetuksen tehokasta ja toimivaa yhdistel®m { ei kui-
tenkaan pellastaan toista toisen ohella, kuten esimerkiksi luentokalvojen ja-
kamista verkossa [7]. @llainen tapa on laytes® monilla yliopistokursseilla.
Toisaalta monimuoto-opetusta on mgs kurssi, jossa kaikki opetus tapah-
tuu verkossa, mutta tentti on luokkahuoneessa. Yksi esimerkki manuoto-
opetuksesta on saksalainen MaDIiN (Mathematik-Didaktik im Netzprojekti,
jossa on kehitetty verkkomateriaalia yliopiston matematiika opetukseen [30].
Projektin kehitt ajat ovat mukana myes tyen aiheena olevassa kansaialisess
projektissa.

Monimuoto-opetus on myws monelle opiskelijalle parempi eamantilanteen
kannalta, esimerkiksi &hiopetuksen yhteensovittaminen tg- ja perhe-ehman
kanssa voi olla hankalaa. Opiskelu on mahdollista mg toiselta paikkakun-
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nalta tai ulkomailta kasin. Verkkotehtavia tehdean omassa tahdissa, eli se
ei ole lukujarjestykseen sidottua. Tehavilla on kuitenkin viimeinen palau-
tuspaive, jolloin opiskelijoilla on kannustin tehda tehtavat ajoissa.

7.6 \Verkko-opetuksen laatun akekohtia

Perusteluita verkko-opetuksen valitsemiselleahiopetuksen sijaan on esit-
tanyt mm. Kalliala [20]. Opetusmonisteet déytyvat helposti verkosta, eiwtka
ne hautaudu pydan paperipinojen alle. Oppimisprosessi ei keskity pelkkiin
lahiopetuskertoihin, vaan se voi jatkua verkossa. Opittuun asiaavoidaan sy-
ventya etatehtaviss, ja oppijat voivat kysya toisiltaan tai opettajalta ongel-
makohdista. Tietokonepohjaiset tehavat luovat hyvat mahdollisuudet myos
yksilelliseen opiskeluun; tehavista voidaan tehda eri tasoisia ja asteittain
vaikeutuvia, jolloin jokainen opiskelija valitsee omaa osaastaan ja/tai ta-
voitteitaan vastaavat harjoitukset. Tietokonepohjainen ofskelu on myps ta-
loudellista: pitkalla tahtaimella siine sastetaan esimerkiksi laskuharjoitus-
ten tarkastuskustannuksissa.

On kuitenkin huomioitava, etta verkko-opetuksessa kustannuksia syntyy
myes kaytettavista laitteistoista, yllapidosta ja mahdollisista ohjelmistoli-
sensseis# [42]. Esimerkiksi STACK on kuitenkin vapaa ohjelmisto, jotersen
kaytesta ei tarvitse maksaa lisenssej Muita kustannuksia syntyy opiskeli-
joiden ja opettajien koulutustarpeesta ja siig, etta automaattisesti tarkas-
tettavien tehtavien laatiminen on erityisa taitoja vaativaa ja ainakin alkuun
hidasta. Tulevaisuudessa, kun verkko-opetus yleistyy entisesin, opettajilla
ja opiskelijoilla on enemn&n valmiuksia tehtavien laatimiseen ja ratkaisujen
palauttamiseen.

Verkko-opetukselle on maritelty my os erilaisia laatukriteereg [13]. Koska
verkko-opetus on useimmiten perinteist opetusta kallimpaa, sila odote-
taan entista parempaa opetuksen sekoppimistulosten tasoa ja laatua. Esi-
merkiksi teoksessa [10] esitettyyn yliopistollisen opetuksen laad viisipor-

taiseen jaotteluun kuuluu seuraavat mkekulmat: 1) poikkeuksellisuus ja erin-
omaisuus, 2) tasaisuus ja virheettimyys, 3) tarkoituksenmukaisuus, 4) kus-
tannustehokkuus ja 5) prosessin aiheuttama muutos.

Laadun poikkeuksellisuuden ja erinomaisuudenakekulmaa on pidetty on-

25



gelmallisena yliopistojen toiminnan arvioinnissa. Poikkeuk#issuus perustuu
verkko-opetusta antavan oppilaitoksen korkeatasoisuuteenyippuyksikeihin
ja elitistisyyteen. Maineikkailla ja kuuluisilla yliopistoil la on hyve opiskelija-
aines, sila on kaytettavis® parhaat resurssit ja siit valmistuneet edustavat
oman alansa huippuasiantuntijoita. Ongelma on si&, etta tallaisen yliopis-
ton sisllelliset laatustandardit puuttuvat ja johdon teht ava on vain yllapitea
hyvea imagoa, ei kehitea opetusta ja rakenteita. Laadun erinomaisuudella
tarkoitetaan korkeita laatukriteereite. Loppujen lopuksi vain harvoilla yli-
opistoilla on realistinen mahdollisuus saavuttaa kriteerit jdoput saavat huo-
nolaatuisen leiman [13].

Tasaisuuden ja virheetomyyden rakekulman mukaan verkko-opetus on laa-
dukasta silloin, kun siire ei ole virhei® tai puutteita [13]. Esimerkiksi STACK-
jarjestelmalla tehtyja tehtavia voi kaytt&a uudelleen vuodesta toiseen, mek
auttaa virheettomyyden saavuttamisessa. Telvien tarkastusgrjestelma luo
opiskelijoiden vastauksista luotavan kattavan aikasarjan, m& mahdollistaa
pitk an aikawlin seurannan [42]. Laatukriteeriin liittyy myes oppimisympm-
riston saatavuus. Kokeilukurssilla oppimateriaalit ovat vapaasti sgavilla
verkossa ja ligksi harjoitustehtaviss kaytett ava tarkastusjarjestelma perus-
tuu avoimeen khdekoodiin.

Tarkoituksenmukaisuuden mkekulman mukaan verkko-opetus on laadukas-
ta silloin, kun se vastaa asiakkaiden, eli opiskelijoiden, tarfia ja toiveita.
STACK-j arjestelman tehtavilla on etuja perinteiseen laskuharjoitugjrjestel-
mean verrattuna. Osa opiskelijoista ei ole halukkaita esigmean ratkaisu-
jaan taululla tavallisissa laskuharjoituksissa. ®&llein harjoittelu kohdentuu
niihin opiskelijoihin, jotka sita vahiten tarvitsevat, eli niihin, jotka osaavat
tehda tehtavat. Verkossa palautettavat teh&vat eivat myeskaan ole sidot-
tuja mihink ean tiettyyn laskuharjoitusajankohtaan, joten tehtavia voi ol-
la enemman. Palautusjrjestelma esea erittain pitkien ja monivaiheisten
tehtavien laatimisen, mila tekee teh&vat helpommin lahestyttaviksi hei-
koimmillekin opiskelijoille. Parempien opiskelijoiden eidas tarvitse kulut-
taa aikaansa hitaampien edistymisen seuraamiseen [42].

Automaation vaikutus kustannustehokkuuteen on sebv. Toisaalta kustan-
nuksia syntyy kaytettavista laitteista, opiskelijoiden ja opettajien koulutus-
tarpeesta ja opettajilta vaadittavien taitojen puutteesta. Avoimen lahdekoo-
din ratkaisuihin perustuva STACK ei aiheuta ohjelmistolisenssikstannuksia.
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Samojen teh&vien kaytt® useana vuotena on mahdollista, sélaikaisempien
kurssien malliratkaisujen kopioiminen ei tehvien satunnaistamisen takia
onnistu [42].

Prosessin muutoksen laadukkuudella tarkoitetaan organisaatioitseohjau-

tuvuutta ja itsearviontia painottavaa ajattelutapaa. Verkkotehtavat tukevat

muutosprosessia antamalla ajantasaista tietoa opiskelijoiden sudgumises-

ta heille itselleen ja luennoitsijalle. Opiskelija ja opettaga osaavat suunnata
lisaharjoittelun niihin seikkoihin, joissa se on tarpeen [42].

8 Matematiikan verkko-opetuksen tutkimus
Suomessa

Verkko-opetusta on tutkittu melko paljon viime vuosina, mutta juuri mate-
matiikan verkko-opetukseen liittyvia tutkimuksia on suhteellisen wahan. Yli-
opistollista matematiikan verkko-opetusta ovat tutkineet mm Nieminen [36]
ja Kivela [23].

Maanpuolustuskorkeakoulun matematiikan ja fysiikan opettag Mika Niemi-
nen tutki vaiteskirjassaan [36] Iimavoimien kadettikoululaisten kokemuksia
verkkopohjaisten oppimisympristejen kaytesta matematiikan perusopetuk-
sessa. lnen tutkimuskohteenaan oli kolme kadettikurssia vuosina 206307
Kurssien siglteon kuului lehinna lukualueita, funktioita, derivointia ja to-
denmakeisyyslaskentaa. Kursseilla &ytettiin koulun omassa koulutusportaa-
lissa olevaa aineistoa, joka koostui luennoillaglytetysta opettajan tekenasta
kirjallisesta materiaalista, videoleikkeist selea monipuolisista web-linkeisa,
joissa oli graa sta harjoitusmateriaalia.

Maanpuolustuskorkeakoulun verkkokurssia kehitettiin tutkinuksen aikana
sykleittain ja saatuja kurssituloksia analysoitiin. Tulokseksi saatiin, é& verk-
ko-opetuksella toteutetun ja Bhiopetuksella toteutetun kurssin tuloksilla ei
ollut tilastollisesti merkitsevesa eroa. Koska matematiikan &hiopetuksen @r-
jestaminen kadeteille on kallista ja hankalaa muun muassa pienterpetus-
ryhmien takia, verkko-opetuksen @rjestaminen todettiin kannattavaksi ja
verkko-opetuksen kehitamistyeta haluttiin jatkaa.
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Simo Kivela toteutti osana MatTa-projektia Teknillises® korkeakoulussa ke-
veslla 2001 DelTa-ohjelman &ytteen pohjautuvan matematiikan kokeilu-
kurssin, joka oli osa laajan oppimmaran L2-kurssia Mat-1.1020 [23]. Sim
etsittiin tapoja k aytt ea pakettia osana tavanomaista peruskurssia, testattiin
sen teknis& toimintaa ja kartoitettiin opiskelijoiden neakemyksa. Kokeilu-
kurssin rakenne oli erilainen kuin mihin opiskelijat olivat tdtuneet; siina
vaadittiin paljon enemman itseraista tyeskentelya ja luennoilla oli tarkoitus
lahinna johdatella, keskustella ja tehd yhteenvetoa viikon aihepiiris&. Opis-
kelijoiden oli tarkoitus opiskella itse yksityiskohdat DelTapakettia kaytt aen.
Luentojen lisaksi jarjestettiin perinteisia laskuharjoituksia ja tietokonehar-
joituksia. Opiskelijat saivat halutessaan laskea leksi itsemisesti kirjasta
tehtavia niin sanottuun tyekirjaan ja tastakin sai lispisteita kokeeseen.

Tutkimustuloksissa oli piirteita, jotka eivat niinkean koske kokeilukurssia
vaan yleens opiskelua Teknillisess korkeakoulussa. Kurssille oli ilmoittautu-
nut yhteensa 209 opiskelijaa, mutta valitettavan harva heisa osallistui aktii-
visesti kurssin eri toimintamuotoihin, eli luentoihin, tietokoneharjoituksiin,
kotilaskujen laskemiseen ja tgkirjan tekemiseen. Tutkimuksessa tutkittiin
opiskelijoiden jakautumista eri opiskelutyyleihin. Monet oat saaneet tieto-
koneharjoituksista pisteit®, vaikka luennoille osallistuminen tai laskuharjoi-
tusten tekeminen on ganyt vahemmnalle. Tyekirjan tekeminen on panyt mo-
nella tietokoneharjoitusten tekiglla vahemmalle. Kaikissa jakaumissa esiin-
tyy sellaisiakin opiskelijoita, jotka opiskelevat monella tamlla samanaikai-
sesti. Toisaalta jakaumissa on ngs paljon sellaisia opiskelijoita, jotka eist
ty oskennelleet oikeastaan makn tavalla.

Kurssin alku- ja loppukyselyiss selvitettin myes opiskelijoiden valmiutta
tietokoneen laytt®on opiskelussa. Tulosten mukaan uskoa tietokoneavustei-
suuteen ei puutu, mutta toisaalta halutaan piga kiinni myes perinteisisa
opetusmenetelmisa. Osa opiskelijoista piti hypertekstin lukemista vaikeana
ja DelTa-paketin rakenteen hahmottaminen ja siia navigointi oli hankalaa.
Toisaalta vastaajien mielest oli hyva, etta kurssilla kasiteltin samaan ai-
kaan matematiikan tietosislteen ja tietotekniikkaan liittyvi & asioita. Luen-
not ja laskuharjoitukset koettiin kuitenkin selvasti tarkeammiksi kuin tie-
tokoneharjoitukset. Tutkimuksen johtopasteksera oli, etta tietotekniikkaa
kayttaess sen rooli ei pid olla ainoastaan kirjan tai opettajan korvike.
Itsenaista tyoskentelya voitaisiin kokeilla tietenkin ilman tietokonettakin.
Selwstikin DelTa-paketti vaati viela kehittelya rakenteellisesti ja teknises-
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ti. Taman kurssin mlkeen TKK onkin kehittanyt paljon tietotekniikkapoh-
jaista opetustaan ja monet aman paketin ongelmista on jo ratkaistu.

Myes Joensuun yliopiston matematiikan laitoksella on 2000-lulta kehitet-

ty teknologian hyedyntamista opetuksessa ja tutkimuksessa. Heovat suunni-
telleet, tuottaneet ja kokeilleet lhi-, eta- ja itseopiskeluun soveltuvaa oppi-
materiaalia. Eraslla kurssilla on laytetty vuorovaikutteisiin matemaattisiin
animaatiohin perustuvia www-tywarkkeja. Tas® ei oleteta, et® matematii-
kan yliopisto-opiskelu sujuisi kaikilta taysin itseraisesti, vaan &hiopetustakin
tarvitaan. Yliopiston lineaarialgebran kurssilla laytettiin nelj aa tyearkkia.
Ensimmainen tyearkki tehtiin opettajan johdolla tietokoneluokassa ja lopti
omatoimisesti [28].

Demojen yhteydesa pidettiin kysely opiskelijoiden suhtautumisesta tietoko-
neavusteiseen matematiikan opiskeluun. Opiskelijat olivat nonteisia tieto-
koneavusteisen matematiikan opetuksen suhteen. Yli 90 proseattvastaa-
jista uskoi tietokoneen soveltuvan matematiikan, erityisestiiheaarialgebran,
opiskelun ja opetuksen tueksi. Suurin osa (n. 80 prosenttia) kokietoko-
neella tyoskentelyn mielekleaksi ja motivaatiota parantavaksi matematii-
kan opiskelussa. Hieman pienempi osa (63,2 prosenttia) koki ti&tmeella
tyeskentelyn yleena hyedylliseksi oppimistulosten kannalta. Bme oli mie-
lenkiintoinen tulos sikali, ett& muutamat vastanneet pitivat siis tietokonetta
sopivana, mutta eiwat uskoneet sen parantavan oppimistuloksia. Demojen
jalkeen tehtiin viela sama kysely uudestaan. dllein 14 prosenttiyksikkeoa
enemman opiskelijoista piti tietokoneella typskentelya hyedyllisera oppimis-
tulosten kannalta [28].

9 Kokeilun tulokset

Kurssi Mat-1.1610 Mathematics 1 toteutettiin suunnitelmien nukaisesti syk-
sylla 2008 ensimmaisen ja toisen opetusperiodin aikana. Koska kurssilla oli
yhteens kolme opiskelijaa, ei &sta kurssista voida tehd& mitean tilastolli-
sia paatelmia. Yksi opiskelija jatti kurssin kesken mahdollisesti heikohkosta
osaamisestaan johtuen. Laskuharjoituksissaakii aktiivisesti ainoastaan yksi
kurssilainen, ja palautettavia laskuharjoituksia teki alkuvaheessa kolme ja
loppupuolella kaksi opiskelijaa. Kurssilaiset est olleet ensimneisen vuoden
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opiskelijoita, joten he eiwt olleet tehneet perustaitotest syksyli.

Kurssiassistenttina toiminut tamean tyen Kirjoittaja teki kurssille my s auto-
maattisesti tarkastettavia verkkotehtavia. Kaikki kurssin osallistujat tekiveat
niita ainakin jonkun verran. Teh®vat olivat saman tyyppisia kuin muissa
laskuharjoituksissa, erona kuitenkin se, ett tehtavat olivat satunnaistettu-

ja. Koska tehtavat olivat k aytess® ensimmnaista kertaa, niis® oli jonkin verran
virheit®, joista aktiiviset opiskelijat raportoivat. Tehtavat ovatkin luotetta-

vampia tulevaisuudessa vastaavilla kursseilla, sllsuurin osa niisa esiinty-
vista virheista on korjattu.

Kurssin kansainwlisyystavoite onnistui kurssikielen osalta hyvin. Kaikki ope-
tus ja tehtavat olivat englanniksi. Sen sijaan Baijerin virtuaaliyliopiso VHB
ei paassyt aloittamaan kurssia syksyn aikana, vaan sen ajankohta siirtiahi-
tulevaisuuteen. TKK:n kurssin opiskelijat olivat kaikki ulkomaalaisia, joten
heille kurssin englanninkielisyys oli varmasti hy& asia.

10 Perustaitotesti ja laskutupa

10.1 Perustaitotesti

Syksylla 2008 Teknillisesa korkeakoulussa opintonsa aloittaville teetettiin
heti opintojen alussa pakollisen Lapio-kurssin yhteydessietokoneella tehava
matematiikan perustaitotesti. Tarkoituksena oli selvit®a opiskelijoiden &h-
tetaso, jotta luennoitsijat voisivat ottaa opiskelijoiden aikasemmat tiedot
paremmin huomioon opetuksessaan. Tulevaisuudessa perustaitoiest hei-
kosti menestyneet opiskelijat ohjataan kertaavaan harjoitteiun, joka tapah-
tuu STACK:lla teht avien lukion asioita kertaavien harjoitusten avulla. Pe-
rustaitotestin idea on saatu Tampereen teknillisett yliopistolta, jossa vas-
taava testi ja kertaustehmvat ovat olleet kaytos# aikaisemmin [40]. Perus-
taitotestissakin tehtavat ovat satunnaistettuja, milla pyritaan vahenmmean
huijaamisen mahdollisuutta. Perustaitotestin tehavat teki STACK-muotoon
taman tyen Kirjoittaja.

Perustaitotestin kysymykset kattoivat lahes koko lukion pitken matematii-
kan pakollisten kurssien ssllon. Aihealueina olivat luvut, lausekkeet, yhale,
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Kuva 5: Perustaitotestin pistenearien jakauma (N=889)

epayhtale, trigonometria, logaritmi- ja eksponenttifunktiot, derivaatta sela
integraali. Jokaisesta aihealueesta oli kaksi kysymysstjoten kysymyksa oli
yhteens 16.

Testin tulokset olivat melko paljon samankaltaisia TTY:n tulosten kanssa.
Opiskelijoiden keskiarvo oli 9.26/16 pisteth. Tuloksissa oli jonkin verran
vaihtelua eri koulutusohjelmien wlilla. Tulosten jakauma ei muistuta nor-
maalijakaumaa, vaan kyseesson niin sanottu kaksipiikkinen jakauma. lahes
taysia pisteita on siis suhteessa paljon. dma johtuu siita, etta TKK:lla
on joitakin tutkinto-ohjelmia (esimerkiksi teknillinen fysiikka ja matematiik-
ka), joihin on vaikea paesta ja jotka vaativat hyvesa matematiikan osaamis-
ta. Vuonna 2008 siaanpaasseet menestyst testiss paremmin kuin vuonna
2007 sisanpaasseet, eli ne opiskelijat, jotka olivat pianeet wlivuoden. Vuo-
den aikana voi unohtaa esimerkiksi peruslaskukaavat.

Perustaitotestin eri osa-alueiden &lilla oli myes eroja osaamisessa. Parhai-
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Kuva 6: Perustaitotestin tehtavekohtaiset pisteet
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ten opiskelijat osasivat perus yhalen- ja emyhtalenratkaisun. Myes perus
integraalitehtawve sujui hyvin. Huonoiten sujui logaritmitehteve, joka oli seu-
raavaa tyyppie:

Ratkaise logaritmiyhtale

INB x)=1+In(5+ x):

lImeisesti tamantyyppinen tehtava ei ole kovin rutiininomainen lukiolaisille ja
lisaksi siima piti muistaa logaritmin laskusaanteja, esimerkiksi sante In(a)
In(b) = In( a=h. Aihetta k asitellean lukiokirjoissa vaihtelevasti. Esimerkiksi
Pitk & matematiikka-sarjan kirjassa Juuri ja logaritmifunktiot (kurssi MAAS8)
[21] on kokonainen kappale logaritmikaavojenssittelya, kun taas Pyramidi-
sarjan vastaavassa kirjassassnnet ovat Logaritmifunktio-kappaleen yhtey-
des® [24]. Perustaitotestin tulosten perusteella aihetta tulisi &sitella sywal-
lisemmin lukion oppikirjoissa, whintean omana kappaleenaan.

Vaikeuksia aiheuttivat myes derivaattateh®mvat. Ensimmainen tehtave liit-
tyi trigonometristen funktioiden derivointiin. Vastaukseksituli pitk & lauseke,
joten opiskelijoilla saattoi tulla neppailyvirheita. Naita virheita pitaisi kui-
tenkin vahenta sen, etk samaa tehavea sai yrittea kolme kerta ilman pis-
temenetyksm. Trigonometristen funktioiden derivointikaavat saattoivat myes
olla opiskelijoilta unohduksissa. Uudessa lukion opetussuunnitehissa trigo-
nometrisia funktioita k esitellaan vasta Derivaatta-kurssin plkeen kurssissa
9. Nain ollen niiden derivointi kesitellaan eri kurssissa kuin suurin osa muis-
ta derivointisaanneista [37]. Olisiko siis parempi palata vanhan opetussuun-
nitelman mukaiseen @rjestykseen, jossa kaikki derivointigannet kasitellaan
samassa kurssissa?

Myes trigonometriset yh#let tuottivat testiss & hankaluuksia. Yhtlet olivat

tyyppia sin@ x) sin(b )= Ojacos@ x)+cos(b x) = 0. Heikko osaami-
nen voi johtua siita, etta tehtavat eivat olleet ihan perinteisia trigonometri-

sia yhtaleita, vaan niiden ratkaiseminen vaati hieman syvengm osaamista.
Toisaalta tallaiset tehtavat testaavat opiskelijoiden soveltuvuutta syvempa
osaamista vaativille teknisille aloille.
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10.2 Perustaitotestin tulosten vertaaminen opintome-
nestykseen

Perustaitotestista saatuja pistenearia (Kuva 5) verrattin opiskelijoiden syk-
sylla 2008 matematiikan ensimmisesk peruskurssista saatuun arvosanaan.
Eri koulutusohjelmilla on erilaisia matematiikan peruskursse, joiden sialte
ja vaatimustaso vaihtelee. Tutkimuksessa on mukana vain ne opisika, jotka
osallistuivat jonkun peruskurssin alikokeisiin tai suorittivat kurssin tentill &.
Tallaisia opiskelijoita oli yhteens 860. Perustaitotestin suoritti yhteens 889
ensimmaisen vuoden opiskelijaa.

Muuttujien v alista korrelaatiota tutkittin Spearmanin korrelaatiokertoimen

( ) avulla, koska sen lytte ei vaadi muuttujien normaalijakautuneisuutta
[14]. Korrelaatio perustaitotestisa saatujen pisteiden ja peruskurssin arvo-
sanan \wlilla ei ole korkea, mutta kylkkin tilastollisesti merkitsew ( =
0;3273;p = 0;0000). Tama voi johtua useasta syys. Teknillisen fysiikan
ja matematiikan koulutusohjelmaan kuuluvat huomattavasti nuita haasta-
vammat matematiikan peruskurssit. Myws muiden koulutusohjelmien opis-
kelijoista osa suorittaa perusaineiden laajan oppiesran. Nailla laajan ma-
tematiikan kursseilla hywn arvosanan saaminen kokeesta on hankalampaa
kuin suppeammassa oppiemras®. Toisaalta ainakin Teknillisen fysiikan ja
matematiikan koulutusohjelman opiskelijat ovat saaneet keskiearaista pa-
rempia pistensaria perustaitotestise.

Jos tutkittavaksi ottaa heikoiten perustaitotestis®a (4 pistetta tai alle) me-
nestyneiden ryhnan, on mhtavis®, etta talla ryhmallea menestys peruskurs-
seissa ei ole ollut kovin hya (Kuva 7). Yleisin arvosana oli O ja arvosanojen
keskiarvo 1,66. Voisi siis olla hgdyllista tulevaisuudessa ohjata opiskelijat,
jotka saivat alle nelja pistetta testista, kertaavaan harjoitteluun.

Tampereen teknillisesa yliopistossa matematiikan perustaitoja kehitavean
jumppaan ohjattiin kaikki opiskelijat, jotka saivat alle viisi pistetta vastaa-
vasta testista. Jumppa siglsi 81 tietokoneavusteista lukion matematiikan
pitk aan oppimearean kuuluvaa tehtavea. Kertausjakso oli pakko &paiste te-
kemalla tehtavia tai tentill &, mikali opiskelija halusi suorittaa Insireerima-
tematiikka 1 -kurssin wlikokeilla. Jumppatehtavia tekemisesa naytti olevan
suurta hyetya matematiikan kurssin Bpaisemisen kannalta [40]. Toderax
keisesti siis mps Teknillisess korkeakoulussa kannattaisi hgdyntea naite
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jumppatehtavia heikoimpien opiskelijoiden oppimisen tukemiseksi.
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Kuva 7: Matematiikan peruskurssi 1l:sé saatujen arvosanojen lukumeare
henkileilla, jotka saivat alle nelp pistetta perustaitotestista (N=107).

10.3 Laskutupa

Syksylla 2008 Teknillisesas korkeakoulussa otettiin laytt ®on laskutupa aiem-
paa laajempana. Laskutuvan ajatus on antaa matematiikan jaysiikan pe-
ruskurssien opiskelijoille ykswllista ohjausta harjoitustehtvien tekemiseen
[27]. Uusien tilojen bytaminen tupatoiminnalle mahdollisti entis® laajem-
mat aukioloajat. Loppusyksyst& 2008 laskutupa olikin auki arkimivisin klo
19.30 asti. Tehwmvia voi tehda yksin, parin kanssa tai pieniss ryhmiss. Suo-
situimpina aikoina laskutuvan ohjaajina toimivat luennoitsjat ja matematii-
kan ja fysiikan jatko-opiskelijat. Tarkoituksena ei ole antaavalmiita vastauk-
sia opiskelijoille, vaan ohjaaja auttaa opiskelijoita ymrartamean paremmin
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tehtavien idean.

Laskutuvasta on tullut eritt ain suosittu opiskelijoiden keskuudessa [15]. Opis-
kelijat eivat varmastikaan eraa luovuta tehtavien suhteen niin helposti kuin
aikaisemmin. Pareittain tai ryhmas® tehtavien tekeminen parantaa sosiaa-
lisia valmiuksia ja opettaa opiskelijaa selittmaan asiat niin, etta kaveritkin
ymmartavat. T allainen opetusmuoto sopii eritain hyvin Tampereen teknillli-
sen yliopiston tutkimuksissa kuvailluille vertaisoppijoille jatukea tarvitsevil-

le oppijoille [40]. Vertaisoppijoilla yhtei®llisyys on tarkes&, kun taas tukea
tarvitsevien kasitys omasta oppimisestaan ja asenne matematiikan opiske-
lua kohtaan on heikko. Tukea tarvitsevia voidaan laskutuvassaaknustaa
yritt ame&n enemna&n ja taten kohottaa heidan "matematiikkaitsetuntoaan”.

11 Lopuksi

Korkeakouluopetusta on kehitetty Suomessa viime vuosina motaleri suun-
nilta. Teknillinen korkeakoulu yhdistyy vuonna 2010 Helsingi kauppakorkea-
koulun ja Taideteollisen korkeakoulun kanssa Aalto-yliopistadd. Korkeakou-
luilta halutaan entista enemman kansainwlista menestyst. Yksi menestyk-
sen avain on toimiva yhteistw eri maiden huippuyliopistojen alilla peruso-
petuksen kehitmmisesa. Verkko-opetuksessa yhteis#y on helppoa, sikh ma-
teriaalit ovat helposti jaettavissa verkon \alityksella, ja materiaalien englan-
ninkielisyys tekee niisa erittain monikaytt eiset.

Tutkittavalla kurssilla aloitettua kansainv alista yhteistyota aiotaan jatkaa
myes tulevaisuudessa. Saksalainen Baijerin virtuaaliyliopistovfHB) aikoo

jarjestas kewaslle 2009 matematiikan verkkokurssin, jossaslyteteain projek-
tissa tuotettua materiaalia. Euroopan Unionilta on myws haettu rahaa pro-
jektille, jonka tarkoituksena on kehittea matematiikan verkko-opetusta kan-
sainwalisesti. Projektin koordinaattorina toimii paljon matematiikan verkko-

opetusta tutkinut Evelyn Stepancik.

Verkko-opetuksessa on omat haasteensa. Monissa oppimskyksis® koros-
tetaan nykyaan sosiaalista kanssakymista. Verkon walityksella tapahtuvassa
oppimisessa toisten opiskelijoiden kohtaaminen on hankalampakoisaalta
on kehitetty erilaisia oppimisymparisteja, joissa opiskelijat voivat keskustel-
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la keskeman ja jakaa mielipiteitaan. Tas® tyoss esila ollut virtuaalinen
matematiikan peruskurssi @rjestettiin monimuoto-opetuksena, jolloin opis-
kelijoilla oli mahdollisuus myes opettajan ja muiden opiskelijoiden kohtaa-
miseen kasvokkain esimerkiksi laskuharjoituksissa ja luennoilla.

Verkko-opetus kehittyy koko ajan, ja tulevaisuudessa st todenmakeisesti
tullaan kayttamean yha enemnman opetuksen tukena kaikilla kouluasteil-
la. Yliopiston matematiikan verkko-opetuksessa haasteita tucdta erityises-
ti vaikeampien todistustehtavien luominen tietokoneella, mutta siihenkin on
kehittanyt ratkaisuja mm. Jarno Ruokokoski diplomityos®an [46]. Toisaal-
ta naita verkkotehtavia voidaan layttea perusasioiden kertaukseen ja sy-
ventamiseen sek laskurutiinien kehittamiseen.

Viime vuosina opiskelijoiden twnteko ja muut kiireet ovat liseantyneet. Kai-
kille opiskelijoille ei sovi aikatauluihin kayda joka arkipaive luennoilla ja las-
kuharjoituksissa. Verkko-opetuksen avulla tapahtuva opiskelan joustavam-
paa, sille opiskelija ei ole sidottu tiettyihin aikatauluihin, ja han voi tehda
esimerkiksi automaattisesti tarkastettavia harjoitusteh&vie mihin vuorokau-
denaikaan tahansa. Toisaalta Teknillisen korkeakoulun matestiikan verkko-
kurssilla on tietyt aikarajoitukset, joita pit @ noudattaa. Esimerkiksi lasku-
harjoitustehtavien palautuksella on aikarajoitus. Bma tuo tarvittavaa kuri-
nalaisuutta opiskeluun.

Matematiikan perusopetuksen kehitamiseen kuuluu ms opiskelijoiden &h-
tetason selviteminen. Vaikka Teknilliseen korkeakouluun hakeekin periei-
sesti matemaattis-luonnontieteellisisgs aineissa lahjakkaita henksite, heidan
osaamisessaan on kuitenkin joitakin puutteita. Peruslaskesntejenkin muis-
taminen on joillekin opiskelijoille hankalaa. mma saattaa johtua esimerkiksi
lian pintapuolisesta opiskelusta lukiossa, tai motivaation puiteesta. Ma-
tematiikka on oppiaineena pitlean jakanut mielipiteite: siita joko pidetaan
kovasti tai sitten site inhotaan. Matematiikan houkuttelevuutta pitaisi siis
lisata jo ylaasteen ja lukion opetuksessa.

Teknillises® korkeakoulussa &ytes® ollut matematiikan perustaitotesti on
hyva mittari matematiikan perusasioiden hallinnan mittaamiseenSe kattaa
lukion pitk an matematiikan oppimaaran keskeisimmat alueet. Koska teh&vat
ovat satunnaistettuja, testis® huijaaminen ja toisilta opiskelijoilta katso-
minen on hankalampaa. Tulokset ovat shkeisesa muodossa, joten niiden
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analysoiminen on helppoa. Luennoitsijat voivat saatujen tuksten perusteella
kehittee omaa opetustaan, ja kerrata tarvittaessa hankalimpia lukicaoita.

Testia tullaan keytteamesn myes tulevina vuosina opiskelijoidenghtetason
mittaamiseen Teknillisesa korkeakoulussa. Testin &ytt #a voidaan haluttaes-
sa laajentaa mws muihin korkeakouluihin.

Naista kokeiluista opittiin paljon. Koska virtuaalinen matematiikan perus-
kurssi oli osallistujamaaraltean pieni, silla oli helppo testata uusia verkko-
tehtavia ja opetusmetodeja. Opiskelijoilta saatu palaute verkkotemtista oli

arvokasta, sill sen avulla mahdolliset virheet esimerkiksi telvis® oli help-

po korjata. Kertaalleen testattuja tehtavia on tulevaisuudessa hyw kaytt aa

muilla kursseilla. Perustaitotestin teh&vat oli jo useampaan kertaan testat-
tu Tampereen teknillisesa yliopistossa, joten niisa ei ollut virheita. Tulevai-

suudessa on tarkoitus mainostaa enenen virtuaalisia matematiikan kurs-
seja etenkin ulkomaalaisille opiskelijoille, jolloin osaantikin varmasti on

suurempi.

Jos tulevaisuudessa virtuaalisten matematiikan peruskurssien doovat suu-
rempia, niista voisi tehda tilastollista tutkimusta. Virtuaalisen kurssin suorit-
taneiden opiskelijoiden arvosanoja voisi verrata tavalliserahiopetuksena pi-
dettyjen kurssien opiskelijoiden arvosanoihin. Vertailuun vsi ottaa mukaan
myes molempien ryhmien perustaitotesti® saamat arvosanat, jolloin opis-
kelijoiden lahtetasojen samanlaisuus tai erilaisuus tulisi otettua huomioon.
Muita jatkotutkimusaiheita voisi olla myes matematiikan perusopetuksen
yleinen taso. Miksi jotkut opiskelijat eivat parjea matematiikan peruskurs-
seilla, ja main ollen heidan opiskelu-uransa Teknillisess korkeakoulussa hi-
dastuu jo heti ensimmaisera opiskeluvuotena?
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12 Liitteet

12.1 Liite 1

Lukioasioita kertaavan Jumppa-paketin derivaatta-teht

Tehtavananto:
Laske funktion

f(x) = @f 2x@
pienin arvo \alila [0; 5].

Tas® @ 2x@ voi olla esimerkiksi funktiox® + 12 x.

Muuttujat:

al = rand([2,3,4,5])

f2x = x"3-3*al”2*x

/I Malliratkaisun \alivaiheita:
f3x = diff(f2x,x)

k1l = 3*al”2

k2 = k1/3

juuril = sqrt(k2)
juuri2 = -sqgrt(k2)
arvol = 3-k1
arvo2 = 60.75-k1

TANns = juuril~3-3*al”2*juuril

Malliratkaisu:
Koodi:

\[

fx)=@f2x@

\

Lasketaan ensin funktion $f(x)$ derivaatta potenssifunkt

derivointissanmen $Dx”*n=n\cdot x"{n-1}$ avulla:

\[

f(x)=@f3x@

\]

Funktion arvo on suurin sen derivaatan nollakohdissa
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tai mearittely\alin peatepisteissa.

Lasketaan ensin derivaattafunktion $f'(x)$ nollakohdat:
\begin{egnarray*}

@f3x@ & = & 0 \\

IX2-@k1@ & = & 0 \\

X2 & = & @k1@ \\

xX"2 & = & @k2@ \\

X=@juuril@ & \text{tai} & x=@juuri2@.
\end{egnarray*}

Naista kahdesta juuresta vain juuri $x=@juuril@$

kuuluu mearittelyalueeseen $x\in [0,5]$.
Tehdsan kulkukaavio:
\begin{tabular}{IllI}
& 0 & & $@juuril@$ & & 5 \\ \hline
$FX)$ & | & $-$ & | & $+% & | \
$f(x)$ & | & P\searrow$ & | & $\nearrow$ & | \\ \hline
& & & min & &
\end{tabular}
$f'(1)=3\cdot1"2-@k1l@=@arvol @<0%$
$f'(4.5)=3\cdot4.5"2-@k1l@=@arvo2@>0$.
Funktiolla on siis minimikohta $x=@juuril@$.
Funktion pienin arvo on
\[
f(@juuril@)=@juuril@"3-@kl@\cdot @juuril@=@TANsS@.
\]
Esimerkkinakyme opiskelijalle:
f(x)= x3 27 x

Lasketaan ensin funktionf (x) derivaatta potenssifunktion
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derivointiseannen Dx" = n x" 1 avulla:
fqx)=3 x*> 27

Funktion arvo on suurin sen derivaatan nollakohdissa
tai maarittelyv alin paatepisteiss.
Lasketaan ensin derivaattafunktionf {x) nollakohdat:

3 x> 27 =0

3x?> 27 = 0
3x? = 27
x? =

x=3 ta x= 3

Neaista kahdesta juuresta vain juurix = 3
kuuluu mearittelyalueeseenx 2 [0; 5].

Tehdssan kulkukaavio:
0 3 5

f 4x) +
f (x) & %
min
fqQ1)=3 12 27= 24<0
f94:5)=3 45 27=3375> 0.
Funktiolla on siis minimikohta x = 3.
Funktion pienin arvo on

f(3)=3% 27 3= 54

12.2 Liite 2

Mathematics 1-kurssin matriisiteht ave

Tehtavananto:

Let
@@ @2@ _ . ._ Gll@ @2@

@2l@ @22@ @i@ @2@
Calculate [A]+[B];@@B] and [A][B].

A =
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Tasa voi olla esimerkiksi
ja B =

Muuttujat:

all = rand([0.1,2,3,4])

al2 = rand([0,1,2,3,4])
a2l = rand([-1,-2,-3,-4])
a22 = rand([0,1,2,3,4])
b1l = rand([-1,-2,-3,-4])
b12 = rand([0,1,2,3,4])
b21 = rand([0,1,2,3,4])
b22 = rand([-1,-2,-3,-4])
sl1 = all+bll

s12 = al2+bhl2

s21 = a2l1+b21

s§22 = a22+h22

mbll = -b11l

mb22 = -b22

n = rand([2,3,4,5])

vll = n*b11

vl2 = n*bh12

v21 = n*b21

v22 = n*b22

t11 = all*b11+al2*b21
t12 = all*b12+al2*b22
t21 = a21*b11+a22*b21
t22 = a21*b12+a22*b22

aswl = matrix([s11,s12],[s21,s22])
asw2 = matrix([v1l1,v12],[v21,v22])
asw3 = matrix([t11,t12],[t21,t22])
Malliratkaisu:

Koodi:

\[[A]+[B]=[A+B]=\left[ \begin{array}{cc} @all@ & @al2@ \

@a2l@ & @a22@ \end{array} \right]
+Hleff[ \begin{arrayH{cc} @bll@ & @bl2@ \

48



@b21@ & @b22@ \end{array} \right]

=\left[ \begin{arrayHcc} @all@-@mbll@ & @al2@+@bl2@ \\
@a21@+@bl2@ & @a22@-@mb22@ \end{array} \right]

= \left[ \begin{arrayH{cc} @s11l@ & @si12@ \\

@s21@ & @s22@ \end{array} \right].

\

\[@n@[B]-[@n@B]=@n@\left][ \begin{array{cc} @bll@ & @@ \\
@b21@ & @b22@ \end{array} \right]

=\left[ \begin{array{cc} @v1l@ & @v1iz2@ \\

@v21@ & @v22@ \end{array} \right].

\

\[[A][B]=\left] \begin{arrayH{cc} @all@ & @al2@ \\
@a2l@ & @az22@ \end{array} \right]

\left[ \begin{array{cc} @bll@ & @bl2@ \\
@b21l@ & @b22@ \end{array} \right]

=\left[ \begin{arrayH{cc} @all@\cdot (@bll@)

+@al2@\cdot @b21@ & @al2@\cdot @bl2@+ @al2@\cdot (@b22@) \

(@a21@)\cdot (@bll@)+@a22@\cdot @h21@ & (@a2l1@)\cdd@@bl
+@a22@\cdot(@hb22@) \end{array} \right]

= \left[ \begin{array}{cc} @t11@ & @t12@ \\

@t21@ & @t22@ \end{array} \right]

\]

Esimerkkinakyme opiskelijalle:

[A]+[B]=[A+B]= 34 g * 31 41 - 34+13 :fﬂi - 21
2B]=[2B]=2 31 41 = 62 82

3 2 1 4 3 (1)+2 3 2 4+2 (1)

[AlB]= 4 3 3 1 (4 (1+3 3 (4 4+3 (1)
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