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Kirjasta poistettua materiaalia. Versio 29.9.2003.

Laplace-muunnostehtavia

1. kertaluvun differentiaaliyhtalot
Esim. 1.Laske jannites(t), kun kytkin avataan hetkellé= 0 (kuva 1).

AN
—e/ | t<O0 —] ' »>
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Kuva 1. Kelan kasittely Laplace-muunnoksen avulla.

Lasketaan oikealla olevasta yksinkertaistetusta piirista ensin kelan alkuvirta. Kelaa ei ole piir-
retty kuvaan, koska alkutilanteen vakio tasavirta menee esteettémasti sen I&pi.
E-0 0 F

Ry Ry Ry
Tarkastellaan piiria kytkimen avaamisen jalkeen. Laplace-muunnetaan jokainen komponentti
erikseen (kuva 2):

-E+R ;i +0=0 =lho=5L-I= (1)

Kuva 2. Piiri alkuarvoineen Laplace-muunnettuna.

LILO + SL[Q + Rg[g =0 (2)
—LItg —Iro
I, = = 3
T SL+Ry, s + % ®
_ Ry
_ __ R
U—R212—8+% (4)
Ry __t
u(t) = —F =2  T/73 5)
Ry

Nain yksinkertaisissa piireissa Laplace-muunnoksen etu ei vield kunnolla tule esiin, mutta
yritdpé laskea seuraava esimerkki diffisyhtaloilla. No, voihan olla, etté osaisitkin.
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2. kertaluvun differentiaaliyhtalot

Esim. 2. Laske janniteu(t) kolmella eri vastusarvollak = 5 Q, 4 Q ja 2 2), kun kytkin
suljetaan hetkelld = 0 (kuva 3).E =3V, L = 3 H, C = 0,75 F. Samaa piiria on kasitelty
my®s kirjan luvussa 'RLC-piirin muutosilmiot’.

s sL SL
E— ¢ Rl | |u(t) £— ¢ R Ul(s)

Kuva 3. RLC-piirin Laplace-muuntaminen. Piirin kasittely ilman Laplace-muunnosta vaatisi toisen
kertaluvun differentiaaliyhtéloité.

Piirissa ei kulje virtaa, kun kytkin on auki, joten alkuvirfgy, = 0. Kondensaattorissa voisi
olla alkujannite, mutta oletetaan sekin tdssa nollaksi. Kuvassa 3 oikealla piiri on Laplace-
muunnettuna.

E £
I(s) = > = L 6
(5) R4sL+ o 24584+ L ©)
2E
U(s)=RI(s) = —2—— 7
() =Rl = Gofp ™
Jotta sopiva muunnoskaava voidaan valita, lasketaaiitajapolynomin nollakohdat :
R 1 R R\* 1
2 —_ _— = = —— _ _—
S+SL+LC' 0=s 2Li <2L) 76 (8)
OlkoonR =5 Q > 2,/L/C (ylikriittinen vaimennus).
ao B (Y 45,3 )
6 6 9 6 6
1 4
§=-3 tai s=-3 (10)
Laplace-kaanteismuunnos voidaan etsié kaavalla (12):
U(s) = e — (11)
(s + %)(S + %)
5 4 1 4 1
u(t) = g e3t —e73t) =5 (e 3t — 3! (12)
() = (o)
Samaan tulokseen olisi tultu myds osamurtokehitelmalla:
5 A B As+ Bs+2A+iB
U(S) = I 1 = 1 —|— I — 1 3 1 3 (13)
(S+§)(S+§) S+§ S+§ (S+§)(S+§)
1
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4 1
As+ Bs=0= ———]A=5=A=5 (15)
—_— 3 3
B=—A

Taman ja kahden muun kohdan ratkaisu on esitetty kuvassa 4.
Jos vastus olisi olluk = 4 Q = 2,/L/C (kriittinen vaimennus), olisi pa&dytty kaavaan

15(n =1):

R 1 2
2 —_ _— = ——
s—l—sL—l—LC 0=s 3 (16)
4
U(s) = ———— 17

u(t) = 4te 5 (18)

Pienella vastusarvolla nimittdjapolynomin juuret ovat kompleksiset, mika johtaa kaavojen

13 ja 14 kayttéon. Olkoon nyR = 2 Q < 24/L/C (alikriittinen vaimennus). Kehitetdan
nimittéja "nelisimalla™: lisataan nimittajaésnn kertoimen puolikkaan nelid ja véhennetaan

se heti pois.
s? + S% % = (19)
e () () e () () e
2 _ W (21)

Us = =
P B FE . B

u(t) = 2v/3e 5t sin%t (22)

Jannitteen uR muutosilmio (E = 3 V)
APLAC 7.50 Student version FOR NON-COMMERCIAL USE ONLY
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Kuva 4. Kuvan 3 piirin vaste kolmella eri vastusarvolla. Huomaa, kuinka keskimmainen kéyra on juuri
menemaisilladn vaaka-akselin alapuolelle, ja vastusta pienentdmalld menisikin sinne.
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APLAC:

Volt E 1 0 tran=3*(t>0)
Res R125
Short S1 2 3 i=iC
Cap C 3 4 0.75
Ind L 403

Res R2 1 12 4
Short S2 12 13 i=i2
Cap C2 13 14 0.75
Ind L2 14 0 3

Res R3 1 22 2
Short S3 22 23 i=i3
Cap C3 23 24 0.75
Ind L3 24 0 3

Sweep "Jannitteen uR muutosilmio (E = 3 V)"
+ Loop 2001 Time Lin O 16

+ Y "uR" "V" -0.8 24

+ Grid

+ Big_Screen

*+ EPS=muut8.eps

Show Y Vtran(1)-Vtran(2)
Show Y Vtran(1)-Vtran(12)
Show Y Vtran(1)-Vtran(22)

Print Window 0 X 3.1 Y 1.7 s "R=5"
Print Window 0 X 5.1 Y 0.2 s "R=4"
Print Window 0 X 25 Y 0.8 s "R=2"
EndSweep
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Esim. 3. Kytkin suljetaan hetkelld = 0 (kuva 5).R; = 1Q, Ry = 25Q,C; = 04 F,
Cy = 35 F,E =10V, u1(0) = uz(0) = 0. Osoita Laplace-muunnoksen avulla, etté piiri
toteuttaa differentiaaliyhtalon:

dQ’U,Q dUQ
E = R1R2C1C2W + (R101 + R102 + RQCQ) E + U2 (23)
N
B ey I 1+
Ry t=20 Rs
E— Cl—— (w1 Coy—— |u2

Kuva 5. Jos piirissa on kaksi kondensaattoria tai kaksi kelaa, syntyy toisen kertaluvun differentiaaliyh-
talo.

Muunnetaan differentiaaliyhtéald Laplace-muunnettuun muotoon kéayttamalla derivaatan
Laplace-muunnoksen kaavaa.

E
; = R1R20102(82U2) + (R101 + R1Cy + RQCQ) (SUQ) + Us (24)

E/s

U =
2 $2R1R5C1Co + s (R101 + R1Cy + RQCQ) +1

(25)

Johdetaan sama lauseke Laplace-muunnetun piirin perusteella. Jannitteenjakaja:

1

Z FE

U, = —< .11 U, = R 26

TR+ ""Ri+Z s (26)

_ (R2 + ﬁ) ’ sé’l _ R2 + sé’z _ SC2R2 + 1

(R2+ 365) + 567 sCiRo+ & +1  s?CiCaRy + 5(C + Cy)
1 sCoRo+1
_ SC2 820102R2+501+802 E
Uz = R I R sCaRo+1 s (28)
2t 55, 1t 20, Rat5Cr 7505

U, — 1 sCoRs + 1 E (29)

> $C3Ry +1 (s2C1CoRy + sCy + sCo)Ry + sCoRy + 1 s

FE 60

o 52C102R1R2 + S(ClRl + CyoRy + CQRQ) +1 - S (82 + s5 + 6)

Etsitédan lopuksi kdanteismuunnes(t) osamurtokehitelmén avulla. Osamurtokehitelméssa
osoittajan asteluku on yleensa yhta alempi kuin nimittajan; siksi vakidiséksi osoittajaan
tulee vield termiBs (kirjain C oli varattu kondensaattorille).

A Bs+D  As’+5As+6A+ Bs®+ Ds

Uy = = = 31
2 S+82+85+6 s(s2+ s5+6) (31)
(A+B)s*+ (5A+D)s+ 6A =60=>A=10 B=—-A D=-54A
; X 60
0 0
10 —-10s—-50 10 10s + 50
U2:_+87___L (33)

s s24s54+6 s (s+2)(s+3)
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10 10(s+2)+30 10 10 30

Up=—- """ - (34)
s (s+2)(s+3) s s+3 (s+2)(s+3)

uy = 10 — 10e 3% — 30(e 72" — 73) = 10 — 30e 2" + 203" V (35)

Vastaus toteuttaa alku- ja loppuehde$(0) = 0 V ja uaz(c0) = 10 V.

Pulssien ja aaltomuotojen kasittely

Esim. 4. Yksittdisen pulssin kasittely. Jannitelahde syo6ttaa piiriin suorakulmaisen pulssin
(kuva 6). Laske jannitec(t). RC =1s,E=5V,a=15s,Ugy =0.

O ot |

0 a

Kuva 6. Laplace-muunnos sopii hyvin erilaisten pulssien ja aaltomuotojen kéasittelyyn.

Muodostetaan ensin janniteldhteen lauseke kokoamalla se kahdesta askelfunktiosta. Koska
toinen askel oru:n verran viivastetty, tulee Laplace-muunnokseen kereoif? (vrt. kaava
5).

u(t) = Ee(t) — Fe(t — a) (36)

U(s) = E_ Ee*“S (37)
s s
£ U(s) A U(s) 1

__sC__ . _ _ RC _ _

Uo = R+ = Ue) = eR+1~ 57 | Uls)  (38)
1 5 —as

Uc:8+1~;-(1—e ) (39)

B A+ As+ Bs

5
- = 40
s+1 s s+s+1 s(s+1) (40)
1;1+(A+B)s:5:>A:5:>B:—A:—5 (41)
0

5 5
=|-- (1—e™® 42
vo=(2-2) a-e) 42)

Muodostetaan lopuksi kéd&nteismuunnos

uc(t) = (5 — 5e He(t) — (5 — 5e~ = D)e(t — a) (43)

Huomaa viimeisessa valivaiheessa tehty kaanteismuunnos; viivetermi otetaan huomioon
myds ajan funktioissa. Ensimmainen termi astuu voimaan heti,tketn 0, mutta jalkim-
mainen vasta, kut > «. Ensimmainen termi ei tietenkdadn sammu talla kohdalla eika
my6hemminkdan. Jos termi halutaan sammuttaa tietylla hetkell&, se on kumottava uudella
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termilla, kuten asken juuri tehtiin.

Esim. 5. Jatkuvan aaltomuodon (kuva 7) késittely ei paljoa eroa yksittédisen puls-
sin kasittelystd. Nyt vain pulsseja on monta perdkkain. Janniteldahde syottéda piiriin
kolmioaallon. Laske jannite.c(t). RC = 1 s, E = 5V, a = 15s,Ugp = 0.

| I
j p—— + R
Nu() C—= |uc
0 I o
0 a

Kuva 7. Kolmioaalto janniteldahteend. Oikealla kolmioaallon koostaminen nousevista ja laskevista
rampeista. Katkoviiva nayttaé, kuinka nouseva ja laskeva ramppi kumoavat toisensa; joka kohdassa on
kuitenkin yksi ramppi enemmén alaspain tai yléspdin (vrt. kerroin '2’).

Jannite nousee ensin kulmakertoimega mutta kaantyy laskuun hetkelti= «. Toinen

termi on otettava kaksinkertaisena, jotta ensimmaisen termin vaikutus hetkenjalkeen
voidaan kumota. Samoin kaikki seuraavat termit tulevat mukaan kaksinkertaisina. Termeja
on Aaretdbn maara, jos aaltomuoto on jatkuva. Kolme ensimmaista termia riittdd kuitenkin
tarkasteluun hyvin, koska funktio alkaa toistaa itsedéan.

E E E
u(t) = —te(t) —2—(t —a)e(t —a) + 2—(t — 2a)e(t — 2a) — ... (44)
a a a
E 2F —as 2E —2as
Piirin siirtofunktio on sama kuin edellisessa esimerkissa.
1 1 5 —as —2as
Uc—8+1-U(s)—S+1-S—2(1—2e +2e ) (46)

Muodostetaan osamurtokehitelma
1 5 A BS+D_AS2+BSQ—|—BS+DS+D

. 47
s+1 s2 5+1+ 52 s2(s+1) (47)
D+(B+D)s+(A+B)s*=5 (48)

\T/ \T/
=D=5 B=-5 A=5 (49)

5 —55+5 _ 9
= —4+ ——— ] (1 =27% 4+ 2e7°% — ... 50
Muodostetaan osamurtokehitelmasta kaanteismuunnos viivetermi kerrallaan
uc(t) =5le~" +t—1]e(t)
—10[e= =% 4 (t — a) — 1]e(t — a)
+10[e= 2 4 (t — 2a) — 1]e(t — 2a) — . .. (51)

Seuraavat termit on jo helppo arvata. Mikali jannite piirretaan ajan funktiona, huomataan, etta
jaksollinen aaltomuoto muodostuu vasta alussa olevan muutosilmion jalkeen. Muutosilmiota
ei tule, jos kondensaattorin alkujannite valitaan jatkuvaa tilaa vastaavaksi.
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Kolmioaallon vaste (uc(0)=0 V tai 2 V)
APLAC 7.50 Student version FOR NON-COMMERCIAL USE ONLY
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Kuva 8. Kuvan 7 piirin vaste, kun jannitelahde syo6ttdd kolmioaaltoa. Kondensaattorin alkujannite
maaraa, miten nopeasti lopullinen aaltomuoto saavutetaan. Alipdastdsuodatin muodostaa sinida muistut-
tavan aaltomuodon.

APLAC:

Volt E 1 0 tran=5**(t>0)-10*(t-1)*(t>1)+10*(t-2)*(t>2)
-10*(t-3)*(t>3)+10*(t-4)*(t>4)-10*(t-5)*(t>5)+10*(t-6)*(t>6)
-10*(t-7)*(t>7)+10*(t-8)*(t>8)-10*(t-9)*(t>9)+10*(t-10)*(t>10)
$ Huom. kolme edellistad rivia kuuluvat yhdelle riville!
Res R121

Cap C 2 0 1 u0=0.0

Res R2 1 12 1

Cap C2 12 0 1 u0=2

Sweep "Kolmioaallon vaste (uc(0)=0 V tai 2 V)"
Loop 2001 Time Lin 0 10

X "t""s" 0 8

Y "uc" "V" 0 5

Grid

Big_Screen

+

+ + + +

Show Y vtran(1)
Show Y vtran(2)
Show Y vtran(12)
EndSweep
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Théveninin menetelma ja Laplace-muunnos

Esim. 6. Alkuarvoja ei tarvitse laskea, jos kaytetd@héveninin menetelm&é Lasketaan,
millaista Théveninin l1&ahdetté kuvan 9 piiri vastaa.

_rYLY\ ] o
Ry S
% Ju— %__ RQ Uo(S) UQ(S)
Kuva 9. Tyhjakayntijannitteen laskeminen. Oikealla piiri alkuarvoldhteine€hy, = F ja

_ E
Iro = Ri+R2"

Vasemmalla olevasta kuvasta ndhdaén heti,l&ita) = RffRz % koska kyseessé on tasa-
janniteldhde. Samaan tulokseen paéstaan, vaikka alkuarvot ja Laplace-muunnetut impedans-
sit otetaan huomioon, kuten seuraavassa. MerkifaanR, + R.

° E4LILv—RI, (52)

—E _Lho+sLh+ 5L — L)+ Y2 =0
—L _Lhy+sLIi +RL=0=1, = =

E 1\ £+ LIy—RL 1 Uco
By 5 L+ )72 - 290 g (53
s LO+<S +SC) sL sC 2t s (3)
£ Liy = (sLo+ ) S5 - U
I = = : (54)
sC
= B

Lavennetaan-s®LC':lla lausekkeen selkeyttamiseksi:

—$?LOE — s°LCLIo + s*C (sL + &) (£ + LI1) + s*LCUco

I, —
2 s2C (8L+ %) R+ s2L
1 _ —PLCE = LCLIy + (LC + E + (’CL + 5) LI + s*LCUco
°T (s3CL+ s)R+ s2L
E E/R
A~ A~
j s2LC Uco +sL Ity +E _ £ (57)
7 SR(s’LC + sL/R+1)  sR
Ry FE
E = =Rolp = ——— — 58
1(s) = Uo(s) = Ral> I (58)

Tyhjakayntijannitteen laskemiseen olisi siis riittdnyt pelkka tasavirta-analyysi. Théveninin
lahteen sisdinen impedanssi on kuitenkin nyt laskettavéunktiona. Nollataan lahteet (kuva

10).
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ZT(S)

Kuva 10. Théveninin l&hteen sisdisen impedanssin laskeminen.

1 L sL
Z = —||sL | = —sC T 59
v = Rall (Bt gt = mall (me 2900 ) 69

(L+sL)Ri+%

(L +sD) R+ L4\ f (7%%

Sc B (C%+3LC>
R 1 2LC)R L

B 2 (14 52LC) Ry + sL) -

Ry (14 s2LC)+ (14 s2LC) Ry + sL
(1+ s*LC) Ry + sL
2 (62)
(1+s2LC) (R1 + Ry) + sL

Alkuperdinen piiri voidaan siis korvata kuvan 11 Théveninin lahteella. Vaikka impedanssin
lauseke onkin hieman monimutkainen, saastyy aikaa, kun alkuarvoja ei tarvitse lainkaan las-
kea eika ottaa mukaan analyysiin.

= Ry E(s) Yo —— E(s)

= |
—

Kuva 11. Kuvan 9 piirin korvaava Théveninin lahde (oikealla). Laske tarkistuksen vuoksi molempien
piirien virrat kytkimen sulkemisen jalkeen, ja totea ne samoiksi. Vasemman piirin alkuarvot ovat samat
kuin edelld, mutta esiml>:n lausekketta ei voi kayttéa, koska se laskettiin eri kytkenndsta):n

tilalla voi tietysti olla mik& tahansa piiri, esimerkiksi vasths.



