Matemaattinen geodesia
Maa-6.3230

(Galaksijoukko Abell 2218, etdisyys 2 miljardia valovuotta, toimii
gravitaatiolinssina. Aika-avaruuden geometria joukon sisdlla on epaeuklidinen)

Martin Vermeer

22. huhtikuuta 2010






Kurssiesite

Laajuus 3 op
Opetusjakso 111

Osaamistavoitteet Kurssin suorittamisen jilkeen, opiskelija

o Osaa suorittaa yksinkertaisia laskutoimituksia pallon pinnalla ja ymmértia vertausel-
lipsoidin geometriaa

o Osaa ratkaistaa, Matlab™™:in kaltaisten tyokalujen avulla, geodeettinen pié- ja kééin-
teistehtdva ym. vertausellipsoidilla

o Hallitsee globaalisten ja paikallisten vertausjérjestelmien perusteet ja osaa suorittaa
muunnoksia

o Hallitsee Gauflin ja Riemannin pintateorian alkeet ja osaa derivoida yksinkertaisten
pintojen metrista tensoria, Christoffelin symboleja ja kaarevuustensoria

o Hallitsee karttaprojektioiden, etenkin konformisten, perusmatematiikkaa ja mittakaa-
van kédyttdytymistd sekd osaa laskea isometristd leveysastetta.

Sisdlté Pallotrigonometria, geodeettiset koordinaattilaskennat ellipsoidisessa ja suorakulmaises-
sa avaruuskoordinaatistossa, tdhtitieteelliset koordinaatit, koordinaatijérjestelmien muun-
noslaskennat, satelliittiradat ja laskennat, Gauflin ja Riemannin pintateoriat, Karttapro-
jektioiden laskennat.

Esitiedot

Korvaavuudet Korvaa opintojakson Maa-6.230.

Kohderyhma

Suoritustavat Kokonaissuoritus koostuu tentisté, harjoitustoistd ja laskuharjoituksista.
Tyomaara toteutustavoittain

Luennot 6 x 2t =12 ¢
Materiaalin itsendinen opiskelu 12 t

(e]

o

o

Harjoitustyot 2 x 4 t = 8 t (itsenéinen tyoskentely)
Laskuharjoitukset kotityoné 16, joista suoritettava 12 x4 t = 48 t (itsenéinen tyosken-

tely)
o Yhteensi 80 t

e}

Arvostelu Tentin arvosana on kokonaissuorituksen arvosana , 1-5

Oppimateriaalit Luentomoniste. Taustamateriaalina Hirvonen: Matemaattinen geodesia; Torge:
Geodesy.

Opetuskieli Suomi

Kurssin henkilokunta ja yhteystiedot Martin Vermeer, huone M309, nimi@tkk.fi
Vastaanottoajat Keskiviikkoisin klo 12:15

CEFR-taso

Lisatietoja



ii



Sisalto

|1 Pallotrigonometria| 1
1.1 _Johdantal . . . . . . . . . e 1
1.2 Palloylijaama) . . . . . . . . . . 1
[1.3  Kolmion pinta-ala pallolla] . . . . . .. ... .. o o000 2
1.4 Suorakulmainen pallokolmio|. . . . . . . . ... ... .o 000 3
1.5  Yleinen pallokolmio|. . . . . . . . ... ... . 3
1.6 Kaavojen johtaminen avaruusvektoreilla] . . . . . . . .. ... ... ... ..... 5
[L7 Polarisaaticl . . . . . . . . o o 6
[1.8 Pallokolmion ratkaisu additamenttimenetelmalldl . . . ... ... ... ... ... 7
1.9 Pallokolmion ratkaisu LEGENDREN menetelmalld . . . . .. ... ... ... ... 8
[1.10 Geodeettinen paatehtava pallolla] . . . . . . . ... ... o 000000 8
[1.11 Geodeettinen kdanteistehtava pallollaj . . . . . . ... ... ..o 8
[1.12 Puolikulman kosinikaaval . . . . . . . . . .. .. ... oo 9

[2° Vertausellipsoidin geometrial 11
RI Johdantd . . . . . ... 11
2.2 Geodeettinen viiva differentiaaliyhtaloryhmén ratkaisunal. . . . . . . . . ... .. 11
2.3 Eras mvariantti . . . . ... L. L L 12
2.4 Geodeettinen paatehtaval . . . . . . .. ... o o Lo 13
2.5 _Geodeettinen kidnteistehtaval . . . . . . . .. ..o oo 13

|3 Vertausellipsoidin koordinaatit| 15
3.1 Pallon ja ellipsoidin esitystavat| . . . . . . . ... ... ... ... ......... 15
[3.2  Eri leveysastetyypit|. . . . . . . . .. 15
[3.3  Litistyksen mitat| . . . . . . . .. oL 16
13.4  Eri leveysastetyyppien valiset suhteet| . . . . . . . ... ... o0 16
[3.5  Koordinaatit meridiaaniellipsissal . . . . . . . .. ... oo oL 17
13.6  Kolmiulotteiset suorakulmaiset koordinaatit vertausellipsoidillaj . . . . . . . . .. 17
8.7 Maantieteellisten koordinaattien laskeminen suorakulmaisiltal . . . . .. . .. .. 18
[3.8  Meridiaanikaaren pituus| . . . . . ... oL 19

|4 Vertausjarjestelmat| 21
4.1 GRS80 jarjestelmé ja geometriset parametrit| . . . . . . . .. ..o 21
4.2 Gravimetriset parametrit] . . . . . . . ... L Lo oL 22

|5 Rotaatiomatriisien kaytto| 23
.......................................... 23
[5.2  Matriisien ketjutus kolmessa ulottuvuudessal . . . . . .. ... ... ... ... .. 24
5.3 Ortogonaalit matriisit] . . . . . . . . . . .. .. 24
[5.4  Toposentriset jarjestelméat| . . . . . . . ... Lo 26
5.5 Geosentrisesta toposentriseen ja takaisin| . . . . . . . ... ..o 26
5.6 Geodeettinen pad- ja kddnteistehtava rotaatiomatruseillal. . . . . . . .. ... . 28

[5.6.1 Geodeettinen paatehtaval . . . . .. .. ... oL 28
5.6.2 Geodeettinen kéddnteistehtaval . . . . . . . ..o 28
[5.6.3  Vertailu ellipsoidipintaratkaisun kanssa] . . . . . . ... .. ... ... .. 29

iii



Siséalto

[6 Koordinaattijarjestelmat ja muunnokset]
6.1  Geosentriset terrestriset jarjestelmat| . . . . . ... ... o000
6.2 Konventionaalinen terrestrinen jarjestelma|. . . . . . . . ... ... L.
6.3 Hetkellinen terrestrinen jéarjestelma . . . . . . . .. . .. ... ... ... .....
6.4 Geosentrinen inertiaalinen jarjestelma| . . . . . . . ... ...
|/ Taivaalliset koordinaattijarjestelmat|
[r.1 Tahtiaikal . . . . . . . . e
[7.2  Taivaanpallon trigonometrial . . . . . . . .. ... Lo oo
[7.3  Rotaatiomatriisien kaytto| . . . . . . . . ... Lo
[[.4Satelliittien radoistal . . . . . . . . . . . ...
[7.5 'Tietyn leveysasteen ylitys inertiaalisessa jarjestelméassal . . . . . . ... . ... ..
[7.6  Satelliitin toposentriset koordinaatit| . . . . . . . . ... ... ... ... ...
[7.7  Tietyn leveysasteen ylitys terrestrisessi jirjestelméssal . . . . . .. . .. ... ..
[7.8 Radan méaaritys havainnoista] . . . . . . .. ... ... L L L
[8  GauBin pintateoria|
8.1 Avaruuskayrd| . . . ...
[8.2  Ensimméiinen perusmuoto (metritkka)l . . . .. ...
8.3  Toinen perusmuoto| . . . . . . . .. Lo
8.4  Kolmas perusmuoto| . . . . . . . ... o
8.5 Kayra pinnan sisalld) . . . . . . ..o oo
8.6 Geodeettinen vilval . . . . . . . .. Lo
9 Riemannin pintateoria|
9.1 Mika on tensori?l . . . . . . ... L e
9.2  Metrinen tensoril . . . . . . . .. e e e e e
.3 Metrinen kddnteistensoril . . . . . . . . . ...
9.3.1 Tensorin indeksien nostaminen tai laskeminen| . . . . . ... ... ... ..
[9.3.2  Tensorin ominaisarvot ja -vektorit| . . . .. . . ... ... ...
[9.3.3 Tensorin kuvaajal . . . . . . . . ... .. L
9.4  CHRISTOFFELIN symbolit| . . . . . . . . . ... .. ... ...
I!).s[i !;ss!!ls:!:llillsll !‘li&“! Ill]!]!:llss:lll .............................
9.6 Kaarevuustensoril . . . . . . . . . L e e e e
9.7 Gaubin kaarevuus ja palloylyaama] . . . . .. ... ..o 000000
9.8  Kaarevuus kvasi-euklidisessa geometriassal . . . . . . . . ...

{10 Karttaprojektiot]|

[10.1 Karttaprojektiot ja mittakaaval . . .
(10.1.1 Maan pinnallaj . . . . .. ..

(10.2 Lambert-projektio (LCC)| . . . . . .
[10.3 Isometrisesta leveysasteesta] . . . . .
[10.4 Mercator-projektiol . . . . . . .. ..
[10.5 Stereograafinen projektio] . . . . ..
[10.6 GauB-Kriiger projektiof . . . . . . ..
[10.7 Maanpinnan kaarevuus ja mittakaava)

(A

Isometrinen leveysaste ellipsoidille|

[B  Hyadylliset yhtalot paakaarevuussateitten valilld]

[C

Christoffelin symbolit metriikastal

iv

31
31
31
31
32

35
35
36
37
38
39
39
40
41

45
45
46
47
49
ol
93

57
o7
61
63
63
63
63
64
66
66
69
71

73
73
73
73
74
76
7
79
80
81
83
86

89

91

93



Sisalto

[D Riemannin tensori Christoffelin symboleistal 95




Siséalto

vi



1 Pallotrigonometria

1.1 Johdanto

Pallogeometrian kaavat ovat geodesiassa erittéin kiyttokelpoisia. Maan pinta, joka ensimméisessé
approksimaatiossa on taso, on toisessa approksimaatiossa (siis pienissé, muttei néin pienissi
alueissa) pallopinta. Jopa koko maapallon tapauksessa poikkeama pallon muodosta on vain 0.3%.

Té&htitaivas taas voidaan késitelld tarkkana pallopintana, jonka sdde on epdmé&rédinen; kaytan-
non laskennassa asetetaan usein R = 1.

1.2 Palloylijaama

Ks. kuva Oletetaan, ettéd pallon séide on 1. Pallon “etupuolisko” on puolipallo, jonka pinta-
ala on 2. Kolmio muodostuu kolmen isoympyrén véliin. Samat isoympyrat muodostavat pallon
takapinnalle samankokoisen ja -muotoisen “antipodikolmion”.

Kun koko puolipallon pinta-ala on 27, on kahden suurympyrdn muotoisen “appelsiinipalasen”
o

pinta-ala — - 27, jos a on suurympyroiden véilinen kulma. Saadaan
T

AL+ Ay = 2
A+ A3 = 20
A+ Ay = 2y

ja
Ay + As + A3+ Ay = 27

Ynndamalld ensimmaiset kolme yhtédlod saadaan
2A1 + Ay + Ag+ Az + Ay =2(a+ B +7)

eli
Al=a+fB+~vy—m=c¢,

[43

Kuva 1.1: Pallokolmiot pallopuoliskolla. Pallon taustapinta on piirretty hidméardaksi “an-
tipodikolmioineen”



1 Pallotrigonometria

missé ¢ kutsutaan palloylijiamdiksi (En. spherical excess).

Jos pallon séde ei ole 1 vain R, saadaan

A=¢R> = s:ﬁ.

Téssé e ilmaistaan radiaaneina. Ellei € ole radiaaneissa, voidaan kirjoittaa

si 6A
 [yksikks] = 7”yk}§< :

missé Pyisikks on ko. yksikén muunnostekijé, esim. asteiden tapauksessa 57.29577951308232087721
tai goonien tapauksessa 63.66197723675813430801.

Kuten nihdiin, on palloylijiimi kiisntden verrannollinen suureeseen R2, eli suoraan verran-
nollinen pallon kokonaiskaarevuuteen R™2. Samalla se on verrannollinen kolmion pinta-alaan.

Témé on yleisemmaén lauseen erikoistapaus:

Rinnakkaisesti ympéri pinnan suljettua reunaa kuljetun vektorin suuntasulkuvirhe
on sama kuin kokonaiskaarevuuden integraali pinnan yli.

6=/Kda,
A

missé o on pinta-integraation muuttaja ja K K.F. GAUSSIN mukainen pinnan kokonaiskaarevuus,
joka siis voi vaihdella paikan mukaan. Esimerkiksi ellipsoidin pinnalla

Kaavana:

1
K=——
MN’
missd M on meridiaanin kaarevuus (eteld-pojhjoissuunnassa) ja N ns. poikittaiskaarevuus ité-
lénsisuunnassa. Molemmat riippuvat leveysasteesta . Pienehkolla alueella ellipsoidipinnan siséi-
nen geometria ei merkittdvésti poikkea pallopinnasta, jonka side on R = v M N.

Mikéli kolmio pallon pinnalla on pieni maan sédteen verrattuna, on myo6s palloylijadmé pieni.
Limiitissd on ¢ — 0 ja o+ [+ v = 7 eksaktisti. Sanotaan, ettd tasopinta (tai hyvin pieni
pallopinnan osa) muodostaa euklidinen avaruus, kun pallopinta on ei-euklidinen.

1.3 Kolmion pinta-ala pallolla

Mikili kolmio ei ole ylen suuri — siis vain sen kokoinen kuin geodeettiset kolmiomittauskolmiot
yleensé ovat, korkeintaan n. 50 km —, voidaan sen pinta-ala laskea tasokolmion kaavalla:

1 1
A= 50 he = §absin’y,

missé h, on kolmion korkeus a-suvua kohtaan, eli kulmapisteen A suora etiisyys sivusta a.

.. sin 3 .
Koska sinikaavan mukaan b = a——, seuraa myds
sin o

2 . .
A smﬁsm'y‘

2sin o

Ainakin palloylijidmén laskentaan ndma likikaavat riittdvat hyvin:

A

TR

missd my0s likiméérdinen R-arvo, esim. R &~ a = 6378137 m, on taysin riittava.



1.4 Suorakulmainen pallokolmio

A
L sinb
b
O cosb D
. A
, 1 sinc
! C
S cosc E
; L A
sinc ) inp
. sinc sin
B \/ D B
cosb . E— D
sina cosb sinc cos B
O cosacosb E

Kuva 1.2: Suorakulmainen pallokolmio. Osakolmiot on nostettu nikyviin

1.4 Suorakulmainen pallokolmio
Tamé tapaus on kuvattu kuvassa Monet yksinkertaiset kaavat suraavat suoraan kuvasta ja
erikseen piirretyistéd tasokolmioista:

EO = cosc=cosacosb
DE = sinccosf =sinacosb (1.1)
AD = sincsinf =sinb
Vaihtamalla keskendén a:n ja b:n (ja siis a:n ja B:n) roolit, saadaan liséiksi
sinccosa = sinbcosa

sincsina = sina (1.2)

jonka ensimmaéinen antaa
sinbd .
cos @ = cos a—— = cos asin 3,
sin ¢

Ryhmén (1.1)) viimeisen kaavan mukaan.

Jakamalla ryhmén (1.2) ensimméinen toisella saadaan
cota = cotasinbd
ja ryhmén (1.1)) toinen kolmannella vastaavasti

cot B = cot bsina.

1.5 Yleinen pallokolmio

Yleisen pallokolmion kaavat saadaan jakamalla kolmio kahteen suorakulmaiseen, ks. kuva
Tassa kolmas sivu on b = by + bs.

Kun sovelletaan osakolmioihin edelld johdetut kaavat, saadaan:

cosa = coshcosboy,
sinacosy = coshsinbsg,
sinasiny = sinh,



1 Pallotrigonometria

Kuva 1.3: Yleinen pallokolmio

cosc = coshcosby,
sinccosa = coshsinbg,
sincsinae = sinh.
Sijoittamalla
sinb; =sin (b —by) = sinbcosbs — cosbsinby,
cosby = cos(b—ba) = cosbcosby + sinbsin by
saadaan
cosc = cosh (cosbcosby + sinbsinby) =

= cosb(coshcosby) + sinb(coshsinby) =

= cosbcosa + sinbsinacosy, (1.3)
ns. pallotrigonometrian kosinikaava, ja

sinccosaw = cosh (sinbcosby — cosbsinby) =

sin b (cos h cosbg) — cosb (cos hsinby) =

= sinbcosa — cosbsin a cos .

Kahdesta “sin h” -kaavasta saadaan
sin csin « = sina sin 7y,

eli yleisemmmin
sina sinb  sinc

(1.4)

R . - . Y
sinaw  sinf3  sinvy
ns. pallotrigonometrian sinikaava.

Vertailun vuoksi tasokolmion vastaavat kaavat:

& =a® + 0% —2abcosy

ja
a b c

sina sinf3  siny’
Ainakin sinikaavan tapauksessa on selvi, ettd pienen kolmion limiitissi sina — a jne. eli

pallosinikaava muuttuu tasokolmion sinikaavaksi. Kosinikaavan tapauksessa tdmé& ei ole heti
selva.



1.6 Kaavojen johtaminen avaruusvektoreilla

Kuva 1.4: Pallokolmio ABC), cosini- ja sinikaavojen johtamiseksi avaruusvektorien avulla

1.6 Kaavojen johtaminen avaruusvektoreilla

Jos pallolla tutkitaan kolmio, joka koostuu kahdesta pisteestd A (goA T b, a = 0) ja B =

2

(goB = g —a,\p = 7) ja napa C' = (goc = E, Ao = mielivaltainen), ks. kuva voidaan kir-

2

joittaa kaksi kolmiulotteista vektoria:

TA
XA = YA =
ZB

Vektorien pistetulo on

COSC = X4 -Xp

kosinisddantd pallokolmiolle.

Vektorien ristitulo on

XA XX =

Kun kolmas vektori on

CoS YA B COS Yp COS A\p
0 ,Xp=| yp | = | cosppsinAp
sin w4 ZB sinyp

= COSPACOSPpCOSAB +sinypasinpp =

= sinbsinacosy + cosbcosa,

—sinp4 cos ppsin Ap
sinp 4 coswpcosAp —cospasinpyg | =
COS YA COS Ypsin Ap
—cosasinbsiny

cosasinbcosy —sinacosb
sin bsin a siny

o

Xo =



1 Pallotrigonometria

Kuva 1.5: Pallokolmion polarisaatio

saadaan kolmen vektorin siséltdméin parallellepipedumin tilavuus (eli kaksi kertaa tetraedrin
ABCO tilavuutta) seuraavasti:

Vol{x,xp,%xc} = (x4 X Xp) - X¢ = sinbsinasin .

Kuitenkaan kolmen vektorin sisdltdmaé tilavuus ei riipu vektorien jérjestyksesté, joten myos
Vol {x4,xp,Xc} = sinbsin csin o = sin a sin ¢sin §.

Jakamalla saa

sinasiny = sincsina
sinbsiny = sincsing

eli ] ] )
sina sin b sinc

. - . - . )
sina  sinf  sinvy

pallokolmion sinisddnto.

1.7 Polarisaatio

Jokaiselle kolmion kulmalle voidaan méé&ritelld "ekvaattori” eli suurympyré, jonka yhtend “na-
pana” on se kulmapiste. Jos néin tehdaan, saadaan kolme “ekvaattoria”, jotka itsekin muodos-
tuvat kolmion. Tétd4 menetelméd kutsutaan kolmion polarisaatioksi.

Koska kahden kulmapisteen vélinen kulmaetéisyys pallon pinnalla on sivun pituus, on kahden
sellaisen suurympyrén tasojen vélinen kulma sama kuin tdmé& pituus. Ja “polarisaatiokolmion”
kulma on 180° minus téta.

Polarisaatiomenetelmé on symmetrinen: alkuperainen kolmio on myos polarisaatiokolmion po-
larisaatio. Polarisaatiokolmion kahden sivun leikkauspiste on 90° etiisyydelld molemmista “na-
papisteestd” eli alkuperdisen kolmion kulmista, ja niiden vélinen sivu on siis leikkauspisteen
“ekvaattori”.



1.8 Pallokolmion ratkaisu additamenttimenetelmaélla

Symmetrian johdosta myo6s polarisaatiokolmion sivun pituus on taas 180° minus alkuperiisen
kolmion vastaava kulma.

Mielivaltaiselle kulmalle « pétee:
sin (180° —a) = sina
cos (180° —a) = —cosa
Siksi saadaan pallotrigonometrian kosinikaavasta (1.3|) seuraava polarisoitu versio:
—cos7y = (—cos 3) (— cosa) + sin Fsin « (— cos ¢)

eli
cosy = — cos B cos « + sin 3 sin « cos ¢,

kaava, jolla voi laskea kulma jos kaksi muuta kulmaa ja niiden vilinen sivu on annettu.

1.8 Pallokolmion ratkaisu additamenttimenetelmalla

Additamenttimenetelméssi redukoidaan pallokolmio tasokolmioksi muuttamalla sivujen pitu-
udet. Yleensd on annettu kaikki kolmion kulmat ja yksi sivu, ja tehtdvéna on laskea muut sivut.

Koska sivut on pienid maan séteen verrattuna, voidaan kirjoittaa (sarjakehitelmé):

: 1 s 52
Slnw:w_61/}3+:7"<1_67‘2>

Nyt pallosinikaava on (s = a, b, ¢):

a(l—090a) b(1—-0b) c(1—0c)

sin o sin 3 sin 7y
2 2 2 2
a b c
j 0s=—:0a=—,0b=— jadc=—.
oSS O8 =g 50 90 = .2 6r2 12 9¢ T 62

Menetelmé toimii nyt néin, etta
1. Tunnestusta sivusta vihennetéin sen additamentti Js;
2. Muut sivut lasketaan kdyttdmélla tasokolmion sinikaava ja tunnetut kulma-arvot;
3. Laskettuihin sivuihin lisdtéd4n niiden additamentit.

Additamentit lasketaan parhaista kiytettiavissd olevista likiarvoista; jos ne on alunperin heikko-
ja, iteroidaan.

Additamenttikorjaus
s =5(1-0s)

voidaan muuttaa kerto- ja vahennyslaskun operaatioiden yhdistelmésté yksinkertaiseksi vihen-
nyslaskukst ottamalla logaritmi:

Ins’=Ilns+1In(l —9s) =lns+ (0 —9Js) =Ins — Is,

eli kymmenlogaritmeilla
Wlogs’ = 1ogs — M - 9s,

missi. M =10 loge = 0.43429448. Logaritmitaulukkojen aikakaudella timé helpotti olennaisesti
kéytéannon laskentatyot.
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Y12

ekvaattorl -7

Kuva 1.6: Kolmio 12N maapallolla. N on pohjoisnapa

1.9 Pallokolmion ratkaisu Legendren menetelmilla
LEGENDREN menetelméissi tehddin reduktio pallokolmiosta tasokolmioon muuttamalla kulmat.
Kun taas kaikki kulmat ja yksi sivu ovat annettuna, sovelletaan seuraava kaava:

a b c

sin (o — ¢/3) - sin(f—¢/3) sin(y—eg/3)’

eli jokaisesta kulmasta vahennetédén palloylijaiimdn e kolmasosa.

Kuitenkin on tédrked ymmaértas, ettd jatkolaskennat on aina suoritettava kuitenkin alkuperdisilla
kulmilla «, 3,7 Palloylijidmén pois ottaminen palvelee vain kolmion tuntemattomien sivujen
laskentaa.

Nykyisin ndmé approksimattiviset menetelmit (additamentti- ja Legendre-menetelmé) ei endé
kéytetéd. Tietokoneella on helppoa laskea suoraan pallosinikaavan avulla.

1.10 Geodeettinen paatehtadva pallolla

Pallotrigonometrian kosini- ja sinikaavat, sopivasti soveltuina:

sin g = sin 1 cos $12 + €oS 1 sin Y1 cos Aqo,

ja
sin (A9 — A in A
(_ 2— A1) _ sindp N
sin Yo COS 2
sin s sin A
Ay = A1 + arcsin <M> )
COS 2

1.11 Geodeettinen kaanteistehtava pallolla

Pallotrigonometrian kosini- ja sinikaava, sopivasti soveltuina:



1.12 Puolikulman kosinikaava

cos sth1a = sin¢q sin g + oS p1 €os g cos (A2 — A1), (1.5)
in (Ao — A
sin A = cos cpgsm(,Qil). (1.6)
sin 12

1.12 Puolikulman kosinikaava

Ylldoleva pallokolmion kosinikaava on numeerisesti huonosti kayttédytyvéa, jos kolmio on
hyvin pieni pallon verrattuna, ts. jos a, b, c ovat pienié. Esimerkiksi kolmio Helsinki-Tampere-
Turku on hyvin pieni koko maapallon verrattuna, noin 200 km /6378 km ~ 0.03. Silloin cos b cos ¢ ~
0.999, mutta sinbsinc ~ 0.0009! Ynnéitédin kaksi termié joista toinen on noin 1 ja toinen noin
tuhat kertaa pienempéi. Nain menetetdan laskentatarkkuutta.

Ratkaisuna huomautetaan ensin, etté
Q@
cosa = 1—2sin? 2
cosa = 1—2sin? a4
2
ja
—c
cosbeosc + sinbsine = cos (b — ¢) = 1 — 2sin? 5
joidenkin jérjestelyjen jialkeen saadaan pieneillekin kolmioille hyvin kdyttdytyva pallokolmion
puolikulmakosinikaav&ﬂ:

— = sin
2

. . . .9 &
S +Slnbslncsln 5

L. joka, yllatys ylldtys, sisdltééd ainostaan sineja!



1 Pallotrigonometria

10



2 Vertausellipsoidin geometria

2.1 Johdanto

Vertausellipsoidi on jo aika tarkka kuvaus maan todellisesta muodosta. Keskimerenpinnan poikkea-
mat GRS80-vertausellipsoidista ovat luokkaa +100 m.

Valitettavasti vertausellipsoidin geometria ei ole niin yksinkertainen kuin pallon. Kuitenkin ro-
taatiosymmetria tuottaa ainakin yksi kaunis invariantti.

Geodeettisen p#ad- ja kddnteistehtdvidn ratkaisuksi on perinteisesti tarjoutunut monitermisia
sarjakehitelmié, joiden kertoimet ovat itsekin monitermisid. Téssd mieluummin tarjotaan nu-
meerisia menetelmié, jotka ovat késitteellisesti selkeimpié ja helpommin implementoida virheet-
tomaésti.

2.2 Geodeettinen viiva differentiaaliyhtaloryhman ratkaisuna

Voimme kirjoittaa pienessé suorakulmaisessa kolmiossa (dy, dx metrinen ité- ja pohjoissiirtymaé,

ks. kuva [2.1):
dr =M (¢)dp = cos Ads,
dy =p(p)d\ = sinAdsja
dA = sinpd\,
missd p = N cos ¢ on etéisyys rotaatioakselista ja M ja N ovat meridiaanin kaarevuus ja poikit-
taiskaarevuus.

Yhtéloryhmé normalisoituna:

dﬁ _cosA

ds — M(p)’

d\ sin A

aa_ , 2.1
ds p(p) 21)
% _ @_singosinA

s~ T"Yas T (e

Ryhmé[2.T)on yleisemmin voimassa kuin vain pydrihdysellipsoidille; se pétee kaikille pysréahdyskap-
paleille. Pyordhdyssymmetrisella kappaleella on p (¢) = N (@) cos ¢, siis

ax sin A

ds ~ N(p)cosg’
dA  tanpsin A

ds — N(p)

Jos alkuehtoina on annettuna i, A1, A12, voidaan saada geodeettinen viiva ¢ (s),A(s),A(s)
kaaripituuden s mukaan parametrisoituna ratkaisuna. Ratkaisun numeerinen laskeminen MatLab-
ohjelmistolla on myos suhteellisen helppoa ODE-rutiinien (“Ordinary Differential Equation”) an-
siosta.
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2 Vertausellipsoidin geometria

>

.
.
\ N
dA™.
N .
)
N

Kuva 2.1: Geodeettisen viivan integroinnin geometria

Muuntaminen suorakulmaiseen muotoon on helppoa:

X(s) = N(p(s)cosp(s)cosA(s),
Y(s) = N(p(s))cosp(s)sinA(s),

2.3 Eras invariantti

Tutkitaan ldhemmin suure p () = N (@) cos ¢, pisteen etiisyys pyorahdysakselista. Lasketaan

s-derivaatta:
@—d—pd—x——sin cos A
ds dxds 14 '

Nyt kaavan [2.1
dA _ sinpsinA
ds P

kanssa saadaan jakamalla

dip_icosA
dA -~ smaA?
Nyt
d(psind)  dp . B
—ai = d—AsmA—chosA—
= —C?SAp-sinA—i—pcosA:
sin A

= p(—cosA+cosA)=0.

12



2.4 Geodeettinen péédtehtiavé

Tulos:

lauseke psin A on invariantti. [

Tamé patee kaikille pyorahdyssymmetrisille kappaleille, siis my6s pyordhdysellipsoidille — jossa
tatd kutsutaan CLAIRAUT:n kaavaksi —, ja tietysti tasossakin. T#t& invarianttia voidaan kiyttiaa
A-differentiaaliyhtélon eliminoimiseksi ryhmésti Tulos on

dp _ cos A (p) (2.2)
ds M(p) ’ ’
dX _ sin A (o) (2.3)
ds p(p)
joissa A () lasketaan invarianttikaavasta
sin A (¢) = sin AL (¢1). (2.4)

p(»)

Kappaleen muotoa mééritetddan antamalla funktio p (¢).

2.4 Geodeettinen paatehtdva

Geodeettisen péadtehtdvin ratkaiseminen on nyt yksinkertaisesti myos annetun kaarenpituuden
$12 sijoittaminen tdhén ratkaisuun.

Ratkaisun laskeminen k&ytédnnossa kiy helpoiten numeerisen integroinnin avulla; menetelmét
l6ytyvéat numeerisen analyysin oppikirjoista ja tarvittavat rutiinit monesta numeerisesta kirjas-
tosta.

“Klassinen” vaihtoehto, monesta vanhemmasta oppikirjasta 16ytyvét sarjakehitelmét, on teori-
assa tehokkaampi mutta monimutkainen.

Ellipsoidin tapauksessa voimme erikoistaa yhtdlot 2.2} [2.3] ja 2.4] seuraavien ilmaisujen avulla:

M(p) = a(l—e2) (1—e2sin2g0)_3/2,

—-1/2

2 sin? cp) - COS .

plp) = N(p)cosp=a(l—e

2.5 Geodeettinen kaanteistehtava

Suora numeerinen tapa ratkaista kédénteistehtéavé on iterointi.

Olkoon annettuna 1, A1 ja @2, Ag. Ensin lasketaan likiarvo (A%), sglz)) , ja ratkaistaan geodeet-

tinen padtehtiva (cpél), /\gl)> laskemiseksi. Néin saadaan sulkuvirheet

1 1
Apl) = o — g,
AN = Al g
Nyt nadmé sulkuvirheet olisi kédytettdvd parempien arvojen (Ag),sg)) laskemiseksi, ja niin

edelleen.

'Tits invarianttia voi myos ymmirtis pyorihdysmomentin siilymisend: jos yksikkdmassainen biljardipallo rullaa
yksitoikkoisella yksikkonopeudella geodeettista viivaa pitkin, on sen pyodridhdysmomentti z-akselin ympéri,
(x x v),, vakio — koska palloon ei geometrian symmetriasta johtuen toimi mitédén vaintod tdmén akselin
ympéri. Téssd x on paikka- ja v nopeusvektori.

2. .. esimerkiksi pallotrigonometrian suljetuilla kaavoilla.

13



2 Vertausellipsoidin geometria

Liki lineaarista riippuvuutta (A2, $12):n ja (p2, A2):n vélilla voidaan approksimoida pallogeome-

trian avulla. Tarvittavat kaavat (L5} [1.6):

cosS12 = sin g sinpg + cos @1 cos p2 cos (A — A1),
sin 512 sin A12 = COS P2 sin ()\2 — )\1) .
Tasté derivoimalla:
—sins12As1s = [singy cos pa — cos 1 sin @y cos (A2 — A1)] Apg —

— cos 1 oS pa sin (Ao — A1) Ay,
sin s19 cos A19A A9 + cos s1asin A19As;y; = —singgsin (A — A1) Aps +
+ cos g cos (Ag — A1) Adg.

Eli, jos kirjoitetaan

A [ sin 1 €os w2 — €os 1 sin g cos (A2 — A1) — cos 1 cos pa sin (A2 — Aq) ]

—sin o sin (A2 — A1) cos 2 cos (A2 — A1)
B— 0 —sin s19
" | sinsjacos Aja cossijgsin Aie |
saadaan iteraatiokaavoiksi:

i+1 i i i i
T L[ as T[]y [ A0
A(H‘l) A(Z) AA(l) A(l) A)\(Z)

12 1 12 12 2

Uusilla <sgi2+1),Agi2+1)> -arvoilla toistetaan geodeettisen pédtehtévén laskenta uusien arvojen
@é@#l)’ )\;Hl) saamiseksi kunnes konvergenssi. Matriisit A, B voidaan laskea tarpeen mukaan

uudelleen paremmilla likiarvoilla.
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3 Vertausellipsoidin koordinaatit

3.1 Pallon ja ellipsoidin esitystavat

Pallon implisiittinen esitystapa on

2> +y? —a? =0,

missé a on side (PYTHAGORAS). Parametrinen esitystapa on

r = acosf,

= asing.

Téstd saadaan ellipsi “puristamalla” y-akseli kertoimella b/a, eli

T = acosf,
= bsing,
josta taas
x\?2 y\? -2 2
(—) —1—(7) =sin“fB+cos" B =1
a b
eli
2 2
T )
Stz —1=0

on implisiittinen esitystapa.

3.2 Eri leveysastetyypit

Leveysaste pyoridhdysellipsoidilla kuvataan ainakin kolmella eri tavalla. Tarkistetaan pyorahdysel-
lipsoidin lépileikkaus, joka on itse ellipsi; ns. meridiaaniellipsi.

Kuvassa nékyy seuraavat kolme leveysasteen késitetta:

1. Maantieteellinen leveys : ellipsoidin normaalin suunta ekvaattoritasoon néhden;

2. Geosentrinen leveys ¢ (tai 1): pisteen ja origon vilisen viivan kulma ekvaattoritason
kanssa;

3. Redukoitu leveys 3: piste P siirretéén suoraan y-suunnassa meridiaaniellipsid ympéaroivaian
ympyradn pisteeksi (). Pisteen () geosentrinen leveys on pisteen P redukoitu leveys.

Redukoitua leveyttd kéiytetéidn vain teoreettisissa yhteyksissé. Kartoissa kédytetéddin maantieteelli-
nen (eli geodeettinen, eli joskus ellipsoidiinen) leveysaste. Geosentrinen leveys esiintyy kéytin-
nossé vain satelliitti- ja avaruusgeodesiassa.

Pituusaste A on sama, onko kyse maantieteellisista, geosentrisista vai redukoiduista koordi-
naateista.
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3 Vertausellipsoidin koordinaatit

Kuva 3.1: Meridiaaniellipsoidi ja eri leveysastetyypit

3.3 Litistyksen mitat

Vertausellipsoidin litistys mitataan eri suureilla:

—b
1. Litistyssuhde f = a4 ;
a

2 _ 32
a*—b
2. Ensimmiinen eksentrisyys (neliv) e? = TR
a
. . 12 a2 — b2
3. Toinen eksentrisyys (nelio) €'~ = PR

3.4 Eri leveysastetyyppien viliset suhteet

Kuvasta [3.1] nékyy, etté

PR _ D
QR a
Kolmioissa ORQ ja ORP meilld on
QR PR
tan 8 = ORJa tan ¢ = OR’
siis
tng _ PR _b
tanf QR a’
eli
a
tan 8 = 3 tan ¢.
Kolmioissa RV Q, RV P:
T QR . PR
tan (5= 0) = ppiatan (3 -9) = 5

16



3.5 Koordinaatit meridiaaniellipsissa

siis
cotp PR b

cotB QR a
eli

tan ¢ = %tanﬁ.

Yhdistamalla viela )

tan p = 2—2 tan ¢.

3.5 Koordinaatit meridiaaniellipsissa

Lasketaan ellipsoidin pinnalla olevan pisteen P koordinaatit x,y seuraavasti.

Etaisyys PT merkitdan symbolilla N, ns. poikittaiskaarevuussdde, eli ellipsoidin kaarevuusside
léinsi-itd suunnassa.

Nyt meilld on
x = N cos . (3.1)

Myo6s
b2
PR =0ORtan¢ = ORa—2 tany = N cos ¢ - (1 — 62) tan ¢

kéayttamélla OR = x = N cos ¢. Lopputuloksena, koska y = PR:

y=N(1- 62) sin . (3.2)

Kaavat edustavat meridiaaniellipsin esitys geometrisen leveysasteen ¢ funktiona. Muista,
ettd N on sen funktio, siis se ei ole vakio! Itse asiassa

2 2 2 2 2\2

x N N (l—e .

ﬁ"‘% == ¥COS2§0+ (b2 ) SIHQQDZ
N2 N2 p?

— 2 102

= 2 cos” ¢ + 22 a251n Y=
N? b?

= <0052 w+ ) sin? go) =1;

viimemainitusta ehdosta seuraa, etti

2_0,2*[)2

a?

kéiyttamalla madritelma e

3.6 Kolmiulotteiset suorakulmaiset koordinaatit vertausellipsoidilla

Y14 saatuja kaavoja yleistetdén helposti: jos x ja y ovat meridiaanileikkauksen koordinaatit,
ovat suorakulmaiset

X =xzcosA = Ncospcos,
Y =zsinA = Ncosgsinl,
=y = N(l—e2)sing0.
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3 Vertausellipsoidin koordinaatit

Kuva 3.2: Suorakulmaisista koordinaateista maantieteellisiin

Mikéli tarkastetaan pisteet, jotka eivit ole vertausellipsoidin pinnalla, vain sen ylé- tai alapuolella
avaruudessa, voidaan kirjoittaa
X = (N +h)cospcosA,
Y = (N+h)cospsin), (3.3)
Z = (N (1 — 62) +h) sin .
Téssd h on pisteen suora etiisyys ellipsoidin pinnasta (“ellipsoidinen korkeus”). Tamé suure

on mielenkiintoinen, koska satelliittipaikannuslaitteet voidaan sanoa pystyvin mittaamaan juuri
tétd suuretta (tarkemmin, ne mittaavat X, Y, Z ja laskevat niistd h).

3.7 Maantieteellisten koordinaattien laskeminen suorakulmaisilta

Téamé, kaavojen (3.3]) kiiéinteinen tehtévi, ei ole aivan yksinkertaista ratkaistaa.

Suljettuja ratkaisuja on, mutta ne ovat monimutkaisia. Tietenkin iteratiivinen ratkaisu joka
perustuu suoraan kaavoihin (3.3]) on tdysin mahdollista ja usein kéytettykin.

Pituusasteen A laskeminen on d#arimmaéisen helppoa:
Y
tan A = —.
X
Ainoa mahdollinen kompastuskivi on A:n oikean kvadrantin identifiointi.

© ja h ovat mutkikkaampia. Ks. kuva jossa pisteen P suorakulmaiset koordinaatit X,Y, Z

ovat tiedossa ja maantieteelliset p, A\, h ovat laskettavissa.
Lasketaan ensin geosentrinen leveys kaavalla:

Z
Nocru

tan ¢ =

ja geosentrinen etdisyys (side) kaavalla:

OP =VX?2+Y?2+ 22

Jos piste P sijaitsisi vertausellipsoidilla, wvoitaisitn sen maantieteellinen leveysaste ¢ laskea

seuraavalla kaavalla: N

(1—e2)vVX24+Y?
(todistus suoraan kaavoilta (3.3)).) Nyt kun P on ellipsoidin yldpuolella, saadaan talla tavoin

lasketuksi pisteen @ leveysaste g, jossa @ on ellipsoidin ja P:n sdteen leikkauspiste, jolle (ge-
ometrisesti selviisti) yo. suhde on sama kuin P:lle.

tanpp =

18



3.8 Meridiaanikaaren pituus

Nyt lasketaan

Xg = NcospgcosA,
Yo = NcospgsinA,
Zg = N (1 — 62) sin g,

josta
0Q = /X3 +Y5+ 73,
ja siis
PQ =0P—-0Q.
Taman lisédksi pikkukolmiossa T'QP on laskettavissa (¢ lyhennetddn o:ksi):
LTQP =9 —¢
ja siis
TP = PQsin(¢- ),
TQ = PQcos(p— o).
Nyt
h=PS=~TQ
ja
TP
~ _ I 4
tal ehk& hiuskarvan verran tarkemmirﬂ
TP
PP R PQ — B COS (p—9). (3.5)

Menetelmé on kédytinnossd aika tarkka. Jos h = 8000m ja j = 45°, on TP =~ 26m, ¢p-
ratkaisujen (3.4)) ja (3.5)) valilli on eroa 0.1 mmEl, mik#d on myos eri ratkaisuissa mahdollisesti
olevan virheen suuruusluokka. Approksimaatio P.S ~ T'Q) sisiltdd virhettd 0.05 mmﬁ

3.8 Meridiaanikaaren pituus

Meridiaanikaaren pituus, suure jota tarvitaan, esim., karttaprojektioiden (UTM, Gau-Kriiger)
kanssa, lasketaan integroimalla.

Yl1la méaéritettiin jo suure N, poikittaiskaarevuussdide. Toinen maan pinnan kaarevuusside on
meridiaanin kaarevuusside M. Kun se on annettu leveysasteen ¢ funktiona, lasketaan matkan
elementti ds seuraavasti:
ds = Mdep.
Nyt voidaan laskea meridiaanikaaren pituus seuraavasti:
$o
s(po)= [ Mdg. (3.6)
0

Vertausellipsoidilla
a (1 — 62)

(1—e?sin? o

M= )3/2’

!Taj sitten ei. PO:n sijasta pitéisi ottaa M (¢) + h, jossa M meridiaanin kaarevuusside.
*Lineaarisesti TP (1 — cos (¢ — ¢)).
31 TP?

2 0P
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3 Vertausellipsoidin koordinaatit

eli
©o _
s(po) =a (1 —¢?) / (1 — e*sin® p) 3/2 dep.
0
Tissé viimeinen kerroin voidaan kehitelld sarjaan — koska e®sin® ¢ < 1 — ja integroida termeit-

tdin. Ks. kirjallisuutta. Tietysti myos numeerinen késittely tulee kysymykseen, nykyisin se voi
olla jopa paras vaihtoehto. MatLab tarjoaa téhén tarkoitukseen QUAD (kvadratuuri) -rutiinejaan.
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4 Vertausjarjestelmat

4.1 GRS80 jarjestelma ja geometriset parametrit

Nykyisin ylivoimaisesti kaytetyin globaalinen geodeettinen vertausjirjestelmé on Geodetic Ref-
erence System 1980, GRS80. Sen méérittavit parametrit ovat (e.g., (Heikkinen, 1981))):

Suure Arvo Selostus
a 6378137 m pitké akselipuolikas
GM 3986005 - 108 m3s~2 Maapallon massa xG
Jo 108263 - 1078 Dynaaminen muotokerroin

w 7292115 - 10~ M rads™! Pyorahdyksen kulmanopeus

Osa parametreista ovat geometrisia (a), osa on dynaamisia (Jo,w). Muut geometriset ja dy-
naamiset parametrit voidaan johtaa seuraavalla tavalla ((Moritz, 1992]), seuraen (Heiskanen and
Moritz, 1967, kaavat 2-90, 2-92)):

e2 2 me’
B o= S(1-2 =
2 3( 15 q0>

/62

2me
15q0

Téssé(Heiskanen and Moritz, 1967, kaava 2-70))
w?a?b
GM

e = 3Jy+

m =

ja (mé#éritelmien perusteella)

joiden avulla

—. (4.1)

Tiedetéén vield ((Heiskanen and Moritz, 1967, kaava 2-58))

3 3
2qo0 (€') = (1 + e’2> arctane’ — >

ja
e

e (e) = ———.
€)==
Nyt voidaan laskea e? iteratiivisesti kaavan 1} avulla, joka askeleessa laskien uudelleen gg (e' (e)).
Tulos on

Suure Arvo Selostus
e’ 0.00669438002290 Ensimmaé&inen eksentrisyys neliéon
e'? 0.00673949677548 Toinen eksentrisyys neliotn
b 6356752.314103 m Lyhyt akselipuolikas
1/f 298.257222101 Kéédnteinen litistyssuhde
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4 Vertausjirjestelmat

22 v 1 -b b
dssé on kaytetty 1 —e” = —L:—jal——zl—a = —, siis
T k 1-e*=1 _ ~

a a f a a

1\? 1
1—e2:<1—f) :?:1—\/1—&

Usein kiytetdén (a, f) yhdessd GRS80 vertausellipsoidin méarittamiseksi.

GPS-jérjestelmén virallinen vertausjirjestelmé on World Geodetic System 1984 (WGS84), jonka
vertausellipsoidi on melkein identtinen GRS80:n kanssa. Ei kuitenkaan tdysin:

Suure  Arvo (WGS84) Huomautus
a 6378137 m sama
1/f 298.257223563 eril
b 6356752.314245 m  ero 0.14 mm

Useimmiten ero, korkeintaan reilu kymmenesosa millid, voidaan jattdd huomiomatta. Se johtuu
luultavasti epétarkasta numeerisesta laskennasta.

4.2 Gravimetriset parametrit

Gravimetristen parametrien laskenta tehdéén seuraavasti ((Heiskanen and Moritz, 1967, kaavat
2-73, 2-74)):

GM A
Ye = <1—m—m€q0>7

ab 6 q0
GM m e qf
= 1+ ——10
’Yp aQ < + 3 qO >a

jossa ((Heiskanen and Moritz, 1967, kaava 2-67)):

1 1
P /
qo(e)—3<1+€/2> (1—6,arctane>—1.

Ratkaisu taas iteratiivisesti, tuloksena (f* = u):
Ve
Suure Arvo Selostus
Ye 9.7803267715ms 2 Ekvaattorin normaalipainovoima
Tp 9.8321863685 ms > Napojen normaalipainovoima
fr 0.00530244011229 “Painovoimalitistys”

Tarkastukseksi voidaan vield laskea CLAIRAUT n lause tarkassa muodossaan ((Heiskanen and

Moritz, 1967, kaava 2-75)):
2 /
f+ = b <1+elqo>.
e 2q0

Yksinkertainen suljettu, kaunis kaava vertausellipsoidin pinnan normaalipainovoimalle on Somigliana-

Pizzetti-kaava:
aye cos? ¢ + by, sin? ¢

v = :
Va2 cos? o + b2sin? ¢
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5 Rotaatiomatriisien kaytto

5.1 Yleista

Aina kun muunnetaan koordinaattjirjestelmén akseleiden orientaatio, tapahtuu suorakulmaisis-
sa koordinaateissa kirjoittetuna, kertolasku rotaatiomatriisin kanssa.

Tutkitaan asiaa ensin tasossa (x,y),kuva

Uusi koordinaatti
2> = OU = ORcos a,
jossa
OR=0S8+SR=xzp+ PStana = xp + yp tana.

Sijoittamalla
ZU/p = (zp +yptana)cosa = xrpcosa + yp sin a.

Samalla tavalla
yp = OT = OV cosq,

jossa
OV =0Q-VQ@=yp— PQtana =yp — xptana,

josta
yp = (yp — zptana)cosa = —xpsina + yp cos a.

x _ cosa  sina T
y | | —sina cosa y |-
Miinusmerkin paikkaa saadaan helpoimmin piirtdmélla molemmat akseliparit paperille, merkita

kulma «, ja padtelld graafisesti, onko positiivisella z-akselilla olevalle pisteelle (siis: y = 0) uusi
y'-koordinaatti posittivinen vai negatiivinen: ylli olevassa tapauksessa saadaan

Yhteenveto matriisikaavanas:

y = [ —sin« cosa] [a: ] = —sina-zx
0 )

eli ¥y < 0, siis miinusmerkki on todella matriisin vasemmassa alanurkassa.

y Ly P
,,,,,,,,, <TmTT T
QL
r///// : \\\ X,
g\% =7
TS U
la,
O S R

Kuva 5.1: Rotaatio tasossa

23



5 Rotaatiomatriisien kdytto

Kuva 5.2: Rotaatioiden assosiatiivisuus

5.2 Matriisien ketjutus kolmessa ulottuvuudessa

Kolmiulotteisessa koordinaattijérjestelméssa voidaan kaksiulotteinen pytrahdysmatriisi kirjoit-

taa seuraavalla tavalla: )

T cosa sina 0 T
/ .

Y = | —sina cosa 0 y |,
/

z 0 0 1 z

eli: z-koordinaatti kopioituu sellaisenaan z' = z, kun x ja y muuntuvat kesken&dén yo. kaavan
mukaisesti.

Jos on useita muunnoksia perékkéiin, saadaan lopullinen muunnos “ketjuttamalla” muunnosma-
triisit. Eli jos
! / /
r' = Sr, r = Rr,

jossa
cosa sina 0 1 0 0
R=| —sina cosa 0 [,S=1|0 cosB sing |,
0 0 1 0 —sinfg cosp

silloin (assosiatiivisuus):
r" =S (Rr) = (SR)r,

eli matriisit yhdistetaén.

Muista, etta
RS # SR,

eli matriisit ja muunnokset eivét ole kommutatiivisiaﬂ!

Ks. kuva 5.2

5.3 Ortogonaalit matriisit

Rotaatiomatriisit ovat ortogonaaleja, ts.
RRT =RTR=T1; (5.1)

niiden ké#nteismatriisi on sama kuin transpoosi.

'Kaksiulotteiset rotaatiot ovat itse asiassa kommutatiivisia; ne voidaan kuvata myo6s kompleksilukujen avulla.
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5.3 Ortogonaalit matriisit

Esimerkiksi,

. -1 . .
cosa sina | cosa —sina | cos(—a) sin(—a)
—sina  cosa sina cosa —sin(—a) cos(—a) ’
taysin ymmaérrettavissé, koska sehén on kiertoliike saman akselin ympéri, saman verran, mutta
vastakkaiselle suunnalle.

Y114 oleva kaava kirjoitettuna seuraavaksi:
n
A |1 josj=k
Z;R”le B { 0 josj#k

Rotaatiomatriisin sarakkeet ovat ortonormaaleja, niiden normi (pituus) on 1 ja ne ovat keskenééin
ortogonaaleja. Se nékyy esimerkkimatriisimme tapauksessa:

Veos2a+sina = 1,

cosa-sina+ (—sina)-cosa = 0.

Usein tapaa muitakin ortogonaalisia matriiseja:

1. Akselin peilintdmatriisi; esim.:

1 0 0
My=|0 -1 0|,
0 0 1

joka kadntas ykoordinaatin suunta eli etumerkkia.

2. Akselien vaihtomatriisi (permutaatio):

010
P12 = 1 0 0
0 0 1
3. Kaikkien akselien inversio:
-1 0 0
X = 0 -1 0
0 0o -1

Sekd M ettd P poikkeavat rotaatiomatriiseisté siind mielessé. ettd niiden determinantti on —1,
kun se rotaatiomatriisien tapauksessa on +1. X-matriisin determinanti on (—1)", n ollessa ulot-
tuvuuksien mééréd (eli 3 yo. tapauksessa). Determinantti —1 merkitsee, ettd muunnos muuttaa
oikeakétinen koordinaatisto vasenkétiseksi ja painvastoin.

Jos kerrotaan vaikkapa My ja Pio, saadaan

0 10
MsPio=| -1 0 O
0 01

Taméan determinantti on +1. Kuitenkin se on taas rotaatiomatriisi:

c0s90° sin90° 0
R3(90°) = | —sin90° cos90° 0 [!
0 0 1

Kaikki posititvisen determinantin ortogonaalit muunnokset ovat rotaatiot.

(TIlman todistusta vielé, ettid kaikki ortogonaalit muunnokset voidaan kirjoittaa joko rotaationa
tietyn akselin ympéri, tai peilauksena tietyn tason kautta.)
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5 Rotaatiomatriisien kdytto

5.4 Toposentriset jarjestelmat

Myos “paikalliset téhtitieteelliset”. Huomaa, ettd kun geosentrinen jérjestelmé on “uniikki” eli
sitd on olemassa vain yksi tietyn tyyppinen, on paikallisia jirjestelmis niin monta kun on pisteitéa
maan pinnalla, eli 4arettomén monta.

Jarjestelmén akselit:

1. z-akseli osoittaa paikalliseen zeniittiin, eli suoraan ylospéin.

2. x-akseli osoittaa paikalliseen pohjoiseen.

3. y-akseli on kohtisuorassa molempia muita kohtaan ja osoittaa ité#n.
Jarjestelmén koordinaatit ovat:

o Atsimuutti A

o Zeniittikulma ¢, vaihtoehtoisesti korkeuskulma (elevaatio) n = 100gon — (.

o Etiisyys s

Muunnos pisteen P toposentristen pallokoordinaattien ja suorakulmaisten koordinaattien valilla
on:

x scos Asin ¢
= | ssinAsin(
z scos(

<

Kéaanteismuunnos:

A = arctanZ (kvadrantti!),
x

z

¢ = arctan

5.5 Geosentrisesta toposentriseen ja takaisin

Olkoon (X,Y, Z) geosentrinen koordinaatisto ja (z,vy, z) toposentrinen kojekoordinaatisto (siis:
x-akseli osoittaa kojeen nollasuuntaan eikd pohjoiseen; teodoliitin tapauksessa vaakakehén nollan
suunta.)

Tésséd tapauksessa voidaan symbolisesti kirjoittaa:
X = R1R2R3 (X — Xo) s

missé kiertomatriisit R3, Ra, R; toimivat perdkkiin X:n muuntamiseksi x:ksi. Ks. kuva. Xy on
paikallisen origon koordinaatit geosentrisessa jarjestelméssé.

Téamén kddnteinen muunnosketju on

X = X, + RY R RTx,
kuten voidaan helposti johtaa kertomalla ensimméinen kaava ensin vasemmalta puolelta matri-
isilla RT = Rfl, sitten matriisilla R2T, ja sitten matriisilla Rg, ja lopuksi siirtdmélld Xg toiselle
puolelle.

Rs3 kiertdsd koordinaatistoa z-akselin ympéri Greenwich-meridiaanista havaintopaikan
paikalliseen meridiaaniin, kiertokulma A:

cosA  +sinA 0
Ry =| —sinA cosA 0 |. (5.2)
0 0 1
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5.5 Geosentrisesta toposentriseen ja takaisin

Tahtitieteelliset
koordinaatitq,?’/\

Kuva 5.3: Geosentrisesta jérjestelméstd toposentriseen jirjestelméén. Tekstissd mainittu R; on
téssa jatetty pois

z -akselin suunnasta katsoen ndhdéén (kuva), ettd
2 = 2xcos\+ysin),
/

= —xsin A+ ycosA.

(Oikeat etumerkit aina selvittévé piirroksen avulla! My6s eri maiden suuntakonven-
tiot voivat olla erilaisia.)

/ A
y Y
x/
in
S\ x
Ry kiertéd koordinaatisto y-akselin ympéri, niin ettd z-akseli osoittaa taivaan pohjois-

navaan sijasta zeniittiin. Tdhén tarvittava kiertokulma on ¢ — 90°.

sing 0 —cosyp
Ry = 0 1 0 . (5.3)
+cosp 0 sing

Ry kiertds koordinaatiston uuden z-akselin eli pystyakselin ympéri m#arilla Ay, jonka
jilkeen z-akseli osoittaa kojeen vaakakehén nollasuunnan atsimuuttiin:

cos Ay +sindy 0

Ri=| —sindy cosdy O
0 0 1
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5 Rotaatiomatriisien kdytto
5.6 Geodeettinen paa- ja kaanteistehtava rotaatiomatriiseilla

On mahdollista ratkaista geodeettista péa- ja kddnteistehtéivé kolmiulotteisesti, ilman pyorahdysel-
lipsoidin pintageometrian kayttoa.

Idea perustuu siihen, ettd on annettu pisteen tai pisteiden kolmiulotteiset koordinaatit, vaikkapa
muodossa (i, A, h) johonkin vertausellipsoidin suhteen; ja on annettu tai laskettavana toisen
pisteen atsimuti, korkeuskulma ja etdisyys ensimméisestd pisteestd nidhtyné. Padtehtdvassad on
laskettavana toisen pisteen ellipsoidiset koordinaatit (¢, A, h).

5.6.1 Geodeettinen paatehtdva

Annettuna pisteen A ellipsoidiset koordinaatit (¢4, Aa, ha) ja pisteessé toisen pisteen B atsimuti
Aap, etiisyys sap ja joko korkeuskulma nap tai zeniittikulma zap = 90°n45.

Laskettavana on nyt pisteen B koordinaatit (g, Ap, hp).

Seuraavasti:

1. Muunna B:n paikalliset A-toposentriset koordinaatit (Aap, sap, 24p) suorakulmaisiksi:

TAB cos Aapsinzap
XAB= | yaB | = saB | sinAapsinzap
ZAB COS ZARB

2. Muunna rotaatiomatriisien avulla ndma suorakulmaiset koordinaattierot geosentrisiirﬂ
TRT
XAB = R3 R2 XAB,

joissa R3 ja Ro on jo annettuina, kaavat (5.2)) ja (5.3).

3. Lisda tulokseen pisteen A geosentriset koordinaatit:
Xp=Xa+ Xas,

jossa
(N (¢a) + ha)cospacos Ay
Xa=| (N(pa)+ha)cospssinag
(N (pa) (1 — 62) + hA) sin @ 4

4. Muunna saadut geosentriset B-koordinaatit takaisin ellipsoidiseen muotoon luvussa (3.7)
kuvatulla tavalla:

Xp — (¢B,AB,hB).

5.6.2 Geodeettinen kaanteistehtdva

Annettuna kahden pisteen ellipsoidiset koordinaaatit (¢4, A4, ha) ja (¢B, AB, hp). Laskettavana
pisteen B toposentriset pallokoordinaatit atsimuti A 4p, zeniiittikulma z4p ja etiisyys sap.

1. Muuta A:n ja B:n ellipsoidiset koordinaatit geosentrisiksi suorakulmaisiksi: X 4, X p.

2. Laske pisteiden vélinen relatiivinen vektori

Xap =Xp —X4.

Tarkemmin, geosentrisessa orientaatiossa oleviksi koordinaatti-eroiksi — origonhan ei ole téssi tapauksessa maan
massakeskipiste!
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5.6 Geodeettinen pdd- ja kddnteistehtidva rotaatiomatriiseilla

3. Pisteessd A, muuta tdméa vektori toposentriseen suorakulmaiseen jérjestelmaan

xaB = RoR3X B;

4. muunnetaan pallokoordinaateiksi kdantamaélla kaava

cos Aapsinzap
XAB = SaB | sinAapsinzap |,
COS ZAB

tuttujen arctangentti- ja Pythagoraskaavojen avulla:

_ 2 2 2
SAB = \/xAB+yAB+ZAB’
AB

tanAAB = L,
TAB
2 2
\/Tap T Yap
tangap = ——m8———.
ZAB

5.6.3 Vertailu ellipsoidipintaratkaisun kanssa

T&lla tavoin saatu ratkaisu on atsimutien kohdalla hyvin ldhelld siité, jota saadaan kayttamalla
geodeetinen viiva A:n ja B:n projektiopisteiden vélilla ellipsoidin pinnalla. Eivdt kuitenkaan
identtisia. Atsimutit ovat ns. normaalitasojen atsimuteja, jotka eroavat kaarisekunnin muutaman
murto-osan verran geodeettisen viivan atsimuteista jopa sadan kilometrin pituisella matkalla.
Hyvin pieni ero, muttei nolla!

Etéisyys on tietenkin suora avaruusjana eikéd geodeettisen viivan pituus. Témé ero on huomat-
tava.
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5 Rotaatiomatriisien kdytto
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6 Koordinaattijarjestelmat ja muunnokset

6.1 Geosentriset terrestriset jarjestelmat

Yleensa geosentriset jirjestelmét, kuten WGS84, madritelldédn seuraavasti:

1. Koordinaatiston origo yhtyy maan massakeskipisteeseen.

2. Koordinaatiston Z-akseli on orientoitunut maan pyordhdysakselin eli pohjoisnavan suun-
taan.

3. Koordinaatiston X-akseli on samansuuntainen Greenwichin meridiaanin kanssa.

Sellaiset “mukana pyorivat” jarjestelmit kutsutaan terrestrisiksi. Myos ECEF (Earth Centred,
Earth Fixed).

6.2 Konventionaalinen terrestrinen jarjestelma

Tahin on kuitenkin tehtava seuraavat tarkennukset:

1. Z-akselin suunnaksi kdytetéién ns. CIO eli Conventional International Origin, joka on navan
keskimé#rdinen paikka vuosina 1900-1905.

Maapallon hetkellinen eli todellinen napa kiertdd CIO:n ympéri quasi-periodisella tavalla:
napaliike. Padperiodit ovat vuosi ja n. 435 vuorokautta (ns. “Chandler wobble”), amplitudi
muutama kymmenesosa kaarisekuntia — miké vastaa maan pinnalla muutamaan metriin.

2. Nykyisin nollameridiaanitaso ei endé perustu Greenwichin observatorion tekemiin havain-
toihin, vain maailmanlaajuisiin VLBI-havaintoihin. Né&itd koordinoi International Earth
Rotation Service (IERS). Se siis ei ole enédé tarkasti Greenwichin observatorion meridi-
aani.

T#élld tavoin saadaan kiintedn maapallon “mukana pyorivd” eli ECEF (Earth Centered, Earth
Fixed) vertausjirjestelmé, esim. WGS84 tai ITRSzz (ITRS = International Terrestrial Refer-
ence System, xzz vuosiluku, IERS:n luomia). Toinen nimitys on Conventional Terrestrial System
(CTS).

6.3 Hetkellinen terrestrinen jarjestelma

Mikéli otetaan konventionaalisen navan sijasta hetkellinen napa eli maan pyordhdysakselin su-
unta, saadaan konventionaalisen sijasta ns. hetkellinen terrestrinen jirjestelmd (ITS, Instanta-
neous Terrestrial System). Tétéd on syytd kiyttad esim. tdhtitieteellisten tai satelliittihavaintojen
kanssa, koska se kuvaa maapallon todellista orientaatiota tdhtitaivaan ndhden.

Muunnos konventionaalisen ja hetkellisen jérjestelmén vélilla tapahtuu napalitkeparametrien
avulla: jos ne ovat xp,yp — x, osoittaa Greenwichiin péin ja y, Greenwich-meridiaanista itdan
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6 Koordinaattijirjestelmét ja muunnokset

Pohjois—f z Greenwich—
napa meridiaani 7 Ellipsoidinen
f’ ¢ p hormaali

Kuva 6.1: Ellipsoidi ja geosentriset koordinaatit

pdin — saadaan:

X X
Y = Ri(zp) Ra2(yp) | Y =
4 TS Z cTS
[ cosz, 0 —sinx, X
= sinxpsiny, Cosy, COSTp,siny, Y ~
| sinxzpcosy, —siny, cosxy,Ccosy, Z oTS
1 0 -z X
= 0 1 Yp Y ,
L7 —Yp 1 Z Jeors

koska kulmat x,, y, ovat niin ddrimmaéisen pienii.

6.4 Geosentrinen inertiaalinen jarjestelma

Vaihtoehtona terrestriseen jérjestelméén on seuraava valinta:
1. Koordinaatiston origo yhtyy taas maan massakeskipisteeseen.

2. Koordinaatiston Z-akseli on taas orientoitunut maan pyordhdysakselin eli pohjoisnavan
suuntaan.

3. Mutta: X-akseli osoittaa taivaan kevdttasauspisteeseen.

Tiéllainen vertausjérjestelmé ei pyori kiintein maan mukaan. Se on (hyvéssi approksimaatiossa)
inertiaalinen. Puhutaan myos ekvatoriaalisesta koordinaattijirjestelmaésté. Téassé jarjestelméssi
suuntakoordinaatit ovat téhtitieteelliset rektaskensio ja deklinaatio «,d.

Jos tahden “taivaanpallokoordinaatit” a;, § ovat tunnettuja, voidaan laskea yksikkosuuntavektori
seuraavasti:

X coS d Cos

Y | = | cosdsina

Z sin §

Péinvastainen laskenta, eli a, d laskeminen suuntavektorista:
Y :
a = arctan bd (kvadrantti!),
6 = arctan ———.
X2 4+Y?
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6.4 Geosentrinen inertiaalinen jérjestelmé

Téssd on kuitenkin otettava huomioon, etté, vaikka § annetaan asteina, minuutteina ja sekun-
teina, o annetaan aikayksikoissd. Ne on ensin muunnettava asteisiin jne. Yksi tunti vastaa 15
asteeseen, yksi minuutti 15 kaariminuuttiin ja yksi sekunti 15 kaarisekuntiin.

Kaytettéavit tihtien koordinaatit eli paikat ovat ndenndisid (en. apparent), tekninen termi joka
merkitsee “niin kuin ne tietylld ajan ketkelld néiyttéivélﬂ’. Téahtikartasta luetut «, §-paikat eivit
ole nédennaisid. Ne ovat tietyn sovitun ajanhetken, esim. 1950.0 eli 2000.0, paikat. Ndennéisten
paikkojen saaminen vaati pitka reduktioketju, jossa otetaan huomioon prekessio, nutaatio, maan
pyorahdysnopeuden vaihtelut, sekd myG6s vuotuinen parallaksi ja tdhden mahdollinen ominaisli-
ike.

Tahtien ndenniiset paikat 16ytyvat hakuteoksesta “Apparent Places of Fundamental Stars” esi-
laskettuina ja taulukoituna paivimaéa&drin mukaan.

! .. maan keskipisteestd. Kuitenkin kiintotdhdet ovat niin kaukana, ettd havaitsijan paikasta ei ole valia.
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6 Koordinaattijirjestelmét ja muunnokset
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7 Taivaalliset koordinaattijarjestelmat

7.1 Tahtiaika

Muunnos inertiaalisesta jérjestelmésté terrestriseen menee tdhtiajan kautta.
o Greenwichin ndenniinen t#htiaika (Greenwich Apparent Sidereal Time, GAST, symboli
o)
o Havaintopaikan nienniinen tahtiaika, LAST, symboli 6.
0 = 0o+ AM™,
missé A on havaintopaikan tdhtitieteellinen pituusaste, sopivasti konvertoituna aikayk-
sikkoihin.
GAST on
o muunnoskulma inertiaalisen ja terrestrisen (“mukana pyorivén”) jarjestelmien valilla, eli
o maapallon orientaatiota kuvaava kulma inertiaalisessa jérjestelméssa, eli
o Greenwichin meridiaanin ja kevéttasauspisteen vilinen pituusero.

Myos Greenwichin ndennéinen tdhtiaika taulukoidaan — jélkeenpdin, kun tarkka maan pyo-
rihdys on tiedossa. GAST voidaan laskea noin sekunnin tarkkuudella kalenterin ja siviiliajan
perusteella.

Mikali muutama minuutti riittdé, voidaan GAST jopa taulukoida valmiiksi vuosipaivin funk-
tiona. Taulukko téhtiajan vuosiosuudelle kuukauseittain on:

Kuukausi 011 | Kuukausi 011 | Kuukausi 01 | Kuukausi 0
Tammi 6 40 | Huhti 12 40 | Heina 18 40 | Loka 0 40
Helmi 8 40 | Touko 14 40 | Elo 20 40 | Marras 2 40
Maalis 10 40 | Kesa 16 40 | Syys 22 40 | Joulu 440

Taulukon konstruoimiseksi on kéytetty seuraava tieto: Maaliskuun 21. péiviani klo 12 UTC
Greenwichissé auringon eli keviittasauspisteen tuntikulma, eli tihtiaika, on 0". Taméd Green-
wichin tdhtiaika 6y koostuu kahdesta osasta: vuosiosuus 0, ja kellonaika 7 (UTC eli Greenwich
Mean Time). Siis tédhtiajan vuosiosuus saadaan vihentdmalld: 6, = 0y — 7 = —12" siis 12"
téyden kierroksen eli 24":n lisddmisen jélkeen.

Jos maaliskuun 21. péivén, tai oikeastaan maaliskuun 20. péivén illan jélkeisen keskiyon, tdhti-
aika on 12" 00™, on maaliskuun 0. tihtiaika 12" 00™ — 4 x 20™ = 10" 40™; Muista ettd yksi paivi
vastaa noin neljadn minuuttiin.

Taulukko saadaan tiytetyksi sdsnnolld 1kuukausi ~ 2°. (Taulukosta saataisiin periaatteessa
karvan verran enemmaén tarkkuutta irti ottamalla huomioon kuukausien vaihtelevat pituudet.
Kuitenkin karkausvuosisykli aiheuttaa saman verran virhetté.)

Téamén jalkeen paikallista téhtiaikaa saadaan seuraavasti:
0 = O +p+7+AM™
= O+ 7+ A =
= 6p+ Abms

jossa
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7 Taivaalliset koordinaattijarjestelmét

Taivaanpallon
ndenndinen pyoriminen
< Zeniitti
Pohjois— Meridiaani
napa \
8 Ekvaattori

pdivittdinen
litke

Lansi '

Kuva 7.1: Tuntikulma ja muut taivaanpallon koordinaatit

Orr arvo ylla olevasta taulukosta
p péivaluku kuukauden sisélla
7 aika (UTC)

A maa-aseman pituusaste muunnettuna tunneiksi, minuuteiksi ja sekunneiksi (15° = 1%, 1° =
am 1 = £5).

7.2 Taivaanpallon trigonometria

Taivaanpallolla on olemassa ainakin kahdet eri koordinaatit: paikallisia ja ekvatoriaalisia.

Paikalliset pallokoordinaatit [ T Yy =z ]T (z pohjoiseen, z zeniittiin) liittyvit paikallisiin tahti-
tieteelliseen suorakulmaiseen jérjestelméin seuraavasti:

T cos Asinz cos Acosn
y | = | sinAsinz | = | sinAcosn |,
z cosz sinm

missé A on atsimuti (pohjoisesta myo6tapéiviin), Z zeniittikulma ja 7 korkeus- eli elevaatiokulma.

Ekvatoriaaliset koordinaatit ovat «, d, rektaskensio ja deklinaatio; niiden etuna on, ettd tihtien
koordinaatit (“paikat”) ovat ldhestulkoon vakioita. Haittana on, etté ei ole olemassa yksinker-
tainen yhteys paikallisiin téhtitieteellisiin koordinaatteihin.

Koordinaattien vdlimuoto on: tuntikulma ja deklinaatio, t, §. Tuntikulmaa maéritetdan kuten ku-
vassa on piirretty, kulmaetéisyys maan pyorédhdysakselin ympéri (tai taivaannavalla) mittattuna
paikan keskimeridiaanista.

Kaava:
t=0p+A—q,
missé 0y on Greenwichin ndennéinen tihtiaika (GAST), A on paikan (t&htitieteellinen) pituusaste

ja a tdhden rektaskensio.

Jos tdhti on meridiaanissa, on t = 0 ja @ = 0y + A. Tdhén perustuu ldpikulkukojeen kayt-
t6: mikéli kolmesta suureesta 6y, o tai A kaksi on tiedossa, voidaan kolmas laskea. Sovelluk-
sen mukaan puhutaan téhtitieteellisestd pituudenméirituksesté, ajanméérityksestéd tai tédhtien
paikkojen méarityksesta. “One man’s noise is another man’s signal”.
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7.3 Rotaatiomatriisien kdytto

Taivaannapa

Ita

90 - @

R)A

Kuva 7.2: Téhtitieteellinen peruskolmio

Tahti

Taivaanpallolla on olemassa tdhtitieteellinen peruskolmio: se koostuu tdhdesté, taivaan pohjois-
navasta ja zeniitista. Kolmion kulmista mainittakoon ¢ (pohjoisnapa) ja A (zeniitti), sen sivuista
90° — @ (napa-zeniitti), 90° — J (tdhti-napa) ja z (tdhti-zeniitti).

Sinikaavas:
—sinA sint
cos d sinz’
Kosinikaava:
cosz = sindsin® + cosd cos P cost,
sind = sin®cosz + cosPsin zcos A.

Lasketaan ensin kosinikaavalla joko d tai z, ja sitten sinikaavalla joko t tai A. Néin saadaan joko
(A, z) < (t,d) molempaan suuntaan.

7.3 Rotaatiomatriisien kaytto

Eri taivaallisten koordinaattijarjestelmien muunnokset voidaan johtaa myds suorakulmaisissa
koordinaateissa kayttamalld rotaatiomatriisit.

Olkoon toposentrinen koordinaattivektori (pituus 1) r = [ xT Yy z ]T. Pallokoordinaateissa se
on

T cos Asin z
r= |y | =| sinAsinz
z Cos 2

Samaa vektoria voidaan kirjoittaa paikallisessa tahtitieteellisessé:

[ 2 cos o cos §
/ ! .
= |y = | sinacosd
2 sin

Muunnos niiden vélilla on:
1. z-akselin suunta muutetaan pohjoisesta eteldin
2. uutta xz-akseliparia kddnnetidn eteldédn 90° — ¢ verran, ¢ maantieteellinen leveysaste.

3. uutta xy-akseliparia kiinnetiin linteen (myotiaviiviin) paikallisesta meridiaanista kevét-
tasauspisteeseen #:n verran, paikallinen (nidennéinen) téhtiaika.
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7 Taivaalliset koordinaattijarjestelmét

Matriisit ovat:

-1 0 0
M, = | 0 1 0],
| 0 0 1
[ cos(90° —¢) 0 sin(90° — o) sing 0 —cosep
Ry — 0 1 0 - 0o 1 0 :
—sin (90° —¢) 0 cos(90° — ) cosp 0 sing
[ cosf —sinf 0
Ry = sinf cosf O
| 0 0 1
Lasketaan
[ cosf —sinf 0 —sing 0 cosgp
R3RoM; = sinf cos@ O 0 1 0 =
0 0 1 cosp 0 sing

—cosfsing —sinf cosfcosp
= —sinfsing cosf sinfcosy

cos 0 sin ¢
Téamén jélkeen:
COS (v COS & —cosfsing —sinf cosfcosp cos Asin z
sinacosd | = | —sinfsing cosf sinfcosp sin Asinz |,
sin § cos 0 sin ¢ coS 2

josta identifioimme heti
sin d = sin ¢ cos z + cos @ sin z cos A,

kosinikaava tdhti-taivaannapa-zeniitti -kolmiossa.

Kéa#nteinen muunnos on ortogonaalisuuden perusteella (transpoosi!)

cos Asin z —cosfsingy —sinfsing cosgp coS . cos §
sin Asinz | = —sind cos 6 0 sin o cos &
cos 2z cosfcosp  sinfcosp sing sin §

Niiden avulla pallokoordinaatimuunnosta voimme suorittaa kolmiulotteisten “suuntakosinien”
kautta.

7.4 Satelliittien radoista

Kuvataan tidssd ympyridnmuotoisten satelliittiratojen laskeminen pallon muotoisen maan ym-
pari; tdmé on riittdvin hyvé ainakin visuaalisten satelliittihavaintojen mahdollistamiseksi ja
satelliittien 16ytamiseksi.

Maata kiertéd tuhansia satelliittejé, joista suurin osa on hyvin pienid. Muutama sataa kuitenkin
ovat niin kookkaita, yleensé laukaisurakettien viimeisié vaiheita, ettd ne ndkyvéat pimeén jalkeen
auringon valossa jopa paljain silmin. Kiikareilla ne ovat jo hyvin havaitettavissa. Niiden ratojen
korkeudet vaihtelevat 400 km:sta yli 1000 km:iin; ratatason inklinaatiot vaihtelevat suuresti,
mutta tietyt inklinaatio-arvot, kuten 56°, 65°, 72°, 74°, 81°,90° ja 98° ovat erityisen suosittuja.

Omaa luokkaansa muodostuvat Iridium-satelliitit, jotka ovat jidneet avaruuteen epdonnistuneen
matkapuhelinprojektin jidlkeen. Jokaisella Iridium-satelliitilla on pitkd metallinen antenni jo-
ka heijastaa auringonvaloa sopivassa asennossa erittdin kirkkaasti. Iridium-ennusteet 16ytyvét
www:sta.

38



7.5 Tietyn leveysasteen ylitys inertiaalisessa jérjestelméssé

Kun tunnetaan satelliitin ekvaatorinylityksen eli radan “nousevan solmun” aika t( ja rektaskensio
(inertiaalinen “pituusaste”) g, voidaan laskea ajan ja pituusasteen korjaukset eri leveysasteille
kuten seuraavassa on kuvattu.

7.5 Tietyn leveysasteen ylitys inertiaalisessa jarjestelmassa
Jos tavoiteleveysaste ¢ on annettu, voidaan laskea matka v nousevasta solmusta (“downrange
kulma”) kulmayksikoissé seuraavasti:

. sin ¢
sinv =

sing’

jossa i on satelliittiradan inklinaatio. Tésté seuraa taas kulunut aika Keplerin kolmannen lain

avulla; periodi eli kiertoaika on:
472
P =1\ —=—dad3.
Ve

v
AT =—P
T or

Tasta

lentoaika ekvaattorista leveysasteelle ¢.

Satelliittiradan atsimutikulma paikallisen meridiaanin kanssa saadaan Clairaut’n kaavasta (luku

23):

cos psin A = cos (0) cos 1,

koska ekvaattorilla (¢ =0) A = g — 14, siis

Nyt saadaan rektaskensio-ero ekvaattorin ylityksen kanssa pallokolmion sinikaavan avulla:

sinAa  singp )
- = —' = sinAa = —.
sin A sin ¢ tanz

tan ¢

Téamén jéilkeen saadaan satelliitin rektaskensio ja aika leveysasteen ¢ ylittdessé:

T = 1+ AT,
= O+ Aa.
Tassa  on satelllittiradan nousevan solmun rektaskensio.

Seké pituusaste ettéd rektaskensio a (ja Aa) lasketaan positiiviseksi itdénpéin.

7.6 Satelliitin toposentriset koordinaatit

Yleensé satelliitin radan korkeus h on annettuna; sen mé#ritelmédn mukaan sen etéisyys maan
keskipisteesta on
r=|r|| = ac + h,

jossa a. on maan ekvatoriaalisdde. Pallo-approksimaatiossa a, = R. Silloin satelliitin suorakul-
maiset, inertiaaliset koordinaatit ovat

T COS Y COS QG
r=| rcospgsinag |,
rsin @
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7 Taivaalliset koordinaattijarjestelmét

Kevat—A_
tasaus

Kuva 7.3: Satelliitin ja maa-aseman paikat inertiaalisessa jirjestelméssa

jossa ¢ on satelliitin leveysaste (eli, jos ndin halutaan sanoa, “geosentrinen deklinaatio” dg) ja
ag geosentrinen rektaskensio.

Maa-aseman leveysaste olkoon ® ja sen pituusaste A; silloin hetkelld ¢ maa-aseman geosentrinen
rektaskensio on

0=AN+717+0,,
jossa 7 on aika (UTC) ja 6, téhtiajan vuosiosuus. Tdmé on sama kuin paikallinen téhtiaika, joka

on siis on paikallisen meridiaanin orientaatio (inertiaalisessa) avaruudessa.

Nyt maa-aseman suorakulmaiset, inertiaaliset koordinaatit ovat

Rcos®cosb
R=| Rcos®sinb
Rsin®

Vihentdmalla saadaan:
d cos o1 cos ar

d=r—R=| dcosédpsinar |,
dsin o1

josta saa ratkaistuksi toposentriset koordinaatit:

ds ; do
————  tanap = —
NZEY di

Namaé ovat siis satelliitin rektaskensio ja deklinaatio ndhtyné tédhtitaivasta vasten. Tahtikartan
ja kiikarin avulla voidaan nyt satelliittii odottaa ja havaita.

d=/d}+d3+d3

Etéisyyden avulla voidaan laskea satelliitin visuaalinen kirkkaus eli magnitudi. Etaisyydet ovat
yleensé luokkaa 500-1000 km ja magnitudit 2-5.

tan oy =

Satelliitin etdisyytti saadaan myos:

7.7 Tietyn leveysasteen ylitys terrestrisessa jarjestelmassa

Jos lasketaan terrestrisessé jdrjestelmiissé, on oltava annettuna satelliitin ekvaattorin ylityksen
longitudi Ao (Ao = Q — 6y (70), jossa 8y on GAST ekvaattorin ylityshetkelld 7p.)
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7.8 Radan maéritys havainnoista

Aikaero At ekvaattorinylityksesté leveysasteeseen ® saadaan samalla tavalla; kuitenkin nyt las-
ketaan longitudiero seuraavasti:

AN = Aa — AT - w,

jossa w on maapallon pydrdihdyksen kulmanopeus, noin 0.25° minuutissa. Niin saadaan satelliitin
pituusaste:
A= Ao+ AN

Sekd maa-aseman ettéd satelliitin geosentriset koordinaatit voidaan myo6s kuvata terrestrisessa
jarjestelmdssd. Téassé jarjestelméssd maa-aseman koordinaatit ovat

cos @ cos A
R=R| cos®sinA
sin ®

ja satelliitin koordinaatit
COS  COS A
r=r| cospsinA
sin ¢

Tasté taas saadaan terrestrinen toposentrinen vektori:
d cos 7 cos (A — tr)
d=r—R=| dcosdpsin(A—tp) |,
dsin o1
josta voidaan ratkaista toposentriset deklinaatio dp ja tuntikulma trp.
Jos sitten haluataan rektaskensio tdhtikartan kanssa kéytettéviksi, ei ole tehtdvd muuta kuin
vihentdd se paikallisesta téhtiajasta:

ar=0—tp=00+A) +tr =00+ (A—tp.).

Tésséd 6y on Greenwichin tihtiaika ja (A — t7) “Greenwichin tuntikulma”.

7.8 Radan maaritys havainnoista

Mikali satelliittin paikka taivaalla on havaittu kahtena eri ajan hetken& 7 ja 7o — eli annettuna
on (a1,01) ja (ae,dz) — voimme laskea ensin toposentriset suuntavektorit (yksikkovektorit):

d cos 01 COS (] d €os 09 COS (19
1 . 2 .

el = T = | cosdisinag |, ey = N = | cosdgsin g
1 sin 41 2 sin 09

Kun myos maa-asemavektori R on laskettu, voimme laskea dj,ds kosinisddnnolla jos sopiva
arvid!| satelliitin korkeudelle h — tai vastaavasti, satelliitin radan siteelle 7 = R+h — on annettu:

2 = R?*+d’>+42Rdcos(Ze,R) =
= d®*+2Rdsinn+R*-1?=0 =
—2Rsinn & \/4R2sin? n — 4 (R2 — 12)
= d172 = 9 =

= —Rsinn+4/r? — R? (1 —sin®n),

"Kokenut havaitsija voi arvata satelliitin korkeutta sen kulkunopeudesta taivaalla yllattavan tarkasti.
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7 Taivaalliset koordinaattijarjestelmét

jossa sinn = cos (Ze,R) = (e - ey) on satelliitin suuntavektorin projektio paikalliselle luotivi-
ivalle, ja
cos ® cos 6
ey = 7= cosf1>sin9 ,
sin ®

havaitsijan “zeniittivektori”, yksikkdvektori joka osoittaa suoraan ylospéin. Arvo sinn, elevaa-
tiokulman siniarvo, on suoraan laskettavissa skalaaritulona (e - ey) kun molemmat vektorit on
annettuna suorakulmaisina.

Ainoastaan plussamerkinen ratkaisu on fysikaalisesti jarkeva:

d=\/r? — R? (1~ sin’n) - Rsinn,
Niin saadaan dq, ds ja siis di = dyeq, dy = doesy. Satelliitin nopeudeksi saadaan

_ld2 — dy]
v= —"—.

T2 —T1

Kuitenkin tiedetdfin, mitd ympyrin muotoisen radan nopeus pitdisi olla korkeudella h: Keplerin
kolmannen lain mukaan

[ ) o (R+h)  [GM

Lasketaan valmiiksi seuraava pikku taulukko:

Korkeus (km) 500 750 1000 1500
Nopeus (m/s) | 7612.609 | 7477.921 | 7350.139 | 7113.071

Nékyy, ettd satelliitin lineaarinen lentonopeus putoaa vain hitaasti korkeuden mukaan. Sik-
si voidaan kayttdd “havaittu nopeus” v oletetun korkeuden h korjaamiseksi seuraavan kaavan
mukaan:
no=n2k
v

jossa vy on Keplerin mukainen nopeus (taulukosta arvolle h), v laskettu nopeus, ja h' satelliitin
korkeuden parannettu arvio. Tamé prosessi konvergoi jo yhdessd askeleessa melkein oikeaan
korkeuteen.

Huomauttakoon, ettd niin saatu korkeus on elliptisen radan tapauksessa vain (likiméérin) “ylilen-
tokorkeutta” Todellinen korkeus vaihtelee rataa pitkin. Samasta syystéd saatu korkeus ei kel-
paa periodin P (tai vastaavasti: radan pitké akselipuolikkaan a) laskemiseksi. Oikeaa periodia
voidaan saada vain, jos satelliitti on saatu havaituksi ainakin parina perékkéisend péaivéna.

Satelliitin laskettu paikkasiirtymévektori kahden havaintihetken vélilld, do — d; = ro — rikertoo
myos sen radan inklinaatiosta, laskemalla sen vektoritulo vaikkapa satelliittin geosentrisen si-
jaintivektorin rijkanssa, seuraavasti:

(d2 —di) X1y = [[d2 — dy| [[ry [ cosi,

josta ¢ voidaan ratkaista. Ja kun i ja satelliitin erdis “jalkapiste” (¢, A) on tiedossa, on myds €2
ja (P:m kanssa) 7y laskettavissa. Silloin voidaan jo generoida ennusteita!

Kun satelliitin korkeus (ja likim##rédinen periodi) seké inklinaatio ovat tiedossa, voidaan laskea
myos sen radan nousevan solmun nopeaa prekessioliikettéﬂ

?Kaava pitee ympyrdan muotoiselle radalle.
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7.8 Radan maéritys havainnoista

Ar) = Qo) (r—m) " =
= Q(Tg)—(r—m)% CZ#(%)QbCOSZ}

jossa Jo on maapallon dynaaminen litistyneisyys, arvo Jo = 1082.62 - 107%. Satelliittikauden
ensimmaéisinéd saavutuksina oli Jo:n tarkka méarittéminerﬁ Numeerisena kaavana:

dQ '
E = —6.52927 - 1024% [m3'5 a‘Ste/vuorokauusi]

(huomaa yksikko!) Niin saadaan seuraava taulukko (yksikkoné aste/vuorokausi):

Kork. /Inkl. 500 750 1000 1500
0° -7.651 | -6.752 | -5.985 -4.758
56° -4.278 | -3.776 | -3.347 -2.661
65° -3.233 | -2.854 | -2.529 -2.011
74° -2.109 | -1.861 | -1.650 -1.311
81° -1.197 | -1.056 | -0.936 -0.744
90° 0 0 0 0

0.9856 97°.401 | 98°.394 | 99°.478 | 101°.955

Taulukossa viimeinen rivi on erikoinen. Arvo 0.9856 aste/vuorokausi on auringon ndenndinen kul-
manopeus téhtitaivasta vasten. Jos satelliitin ratatason prekessionopeutta sdddetdan tdmén ar-
voiseksi, lentédd satelliitti aina saman alueen yli samaan paikalliseen aurinkoaikaan. T4ll& tavoin
saavutetaan ns. heliostationaarinen rata, myos “no-shadow” rata, jonka etuina on jatkuva valo
aurinkokennoille, ja kaukokartoituksessa aina sama auringon korkeuskulma kuvatessa Maan pin-
taa. Annettuna on inklinaatiokulma joka jokaiselle taulukon sarakkeen keskikorkeusarvolle an-
taa juuri sellaisen aurinkostationaarisen radan.Satelliittin ratatason prekessionopeus aurinkoon
nédhden on nyt

ds2
q= E —0.9856 aste/vuorokausi
Esimerkiksi, satelliitille jonka korkeus on 500 km ja inklinaatio 56°:
q = —4.278 — 0.9856 = —5.2636 aSte/vuorokausi,

ja yhden kierron periodi on 360/q = 68 vuorokautta ~ 2.2 kuukautta. Taméa on aikavili, jonka
jilkeen satelliitti tulee taas ndkyviin esim. saman leveysasteen iltataivaalle.

Itse asiassa tdmin nousevan solmun liike on niin suuri, ettd ilman sen huomioon ottamista jarkevien rataen-
nusteiden generoiminen on mahdotonta.
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8 GauBin pintateoria

Carl Friedrich GAUSSEI oli ensimmaisten joukossa, jotka kehittivéit kaarevien pintojen teoriaa.
Hénen kehittdméansé teoria vield oletti, ettéd kaksiulotteinen pinta on kolmiulotteisen avaruuden
sisdlld — monet derivoinnit ovat silloin yksinkertaisia ja kuitenkin teoria soveltuu sellaisenaan
Maan kaarevaan pintaan: GauBhan oli geodeetti, joka mittasi ja laski Hannoverin ja Braun-
schweigin geodeettiset verkot pienimmén nelidsumman menetelméd kayttéen.

Annettuna kaareva pinta S kolmiulotteisessa avaruudessa R>. Pinta parametrisoidaan parame-
treilla (u,v). Esimerkiksi: Maan pinta, parametrisointi (¢, \).

Avaruuden piste on

8.1 Avaruuskayra

Avaruudessa kulkeva kayrda C' voidaan parametrisoida parametrilla s. Silloin kiyran pisteet ovat
x(s).
Jos parametrille pétee, etté
ds® = dz® + dy? + d2?,
sanotaan, ettd C' on parametrisoitu matkan (tai kaaripituuden) mukaan..
Esimerkkeja:

1. Mittanauhan lukemat muodostavat parametrisoinnin matkan mukaan.

2. Kun ajaa tieta pitkin, matkamittarin lukemat muodostavat tien parametrisoinnin matkan
mukaan.

3. Mannerheimintielld kkj-koordinaatti x muodostaa parametrisoinnin, e: kuitenkaan matkan
mukaan (koska tien suunta on vaihteleva).
Oletetaan jatkossa, ettd kdytetty parametrisointi on yksiselitteinen ja differentioitava (ja siis

jatkuva).

Kaaren C tangentti saadaan differentioimalla:

tangentin pituus on

dr\ 2 dy\? dz\ > \/dac2 + dy? + dz?
Il \/(ds) * <d$> * <ds> ds? Vi

Tamé pédtee vain jos s on matkan mukainen parametrisointi.

! Carl Friedrich Gau8, (1777 — 1855), oli myds ensimmaéisina jotka miettiviit epd-eukliidisen geometrian mahdol-
lisuutta. Muut olivat Janos Bolyai ja Nikolai I. Lobachevsky.
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8 Gaubin pintateoria

Mielivaltainen parametrisointi ¢ voidaan aina muuntaa matkan mukaiseksi parametrisoinniksi

seuraavalla tavalla:
dx? +d dz?
s(t):/ /Vg“Ly*Zd: (8.1)

dz
— d
L&)+ (1) (%) w
eli differentiaalimuodossa
B dz (O)\?  [dy(®)\> [dz(t)\?
ds_mv( )" ()", (=Y

josta s (t) voidaan aina laskea integroimalla

Uudelleen differentiointi antaa kidyran kaarevuusvektori:

k(s) = 1 :@X(s).

8.2 Ensimmadinen perusmuoto (metriikka)

Gaufsin ensimmdinen perusmuoto (first fundamental form):

ds® = Edu® + 2Fdudv 4+ Gdv?. (8.2)

ds on matka-elementti pinnan sisilla.

Myo6hemmin tullaan ndkemé&in, ettd tdmé perusmuoto on sama kuin tarkastellun pinnan met-
ritkka, ja vaihtoehtoinen kirjoitustapa on

ds® = gudu2 + g12dudv + gordvdu + gggdv2.

Jos piste x on pinnan S sisélléd, voidaan derivoida sen koordinaatit:

ox Ox/ou o Ox /v
Xu =5 = dy/ou |, Xo =5 = dy/ov
Y 0z /0u v 0z /v

Namé vektorit kutsutaan pinnan S ja parametrisoinnin (u,v) tangenttivektoreiksi.

Niin kirjoitettuna perusmuodon alkiot:

E = xu-xy,
F = x4 Xy,
G = xu- Xy,

Kuvassa[8.IJon kuvattu Gaufin ensimméinen perusmuoto ja tangenttivektorit x,,, x,,. On helppoa
nayttad (ketjusddntd kolmessa ulottuvuudessa (x,y, z)), ettd

ds* = da*+dy*+d2 =

_ (oYL (oY (2

N ou ou du
Oz Ox dy Oy 0z 0z

2 (200 (3100) + (202 v

@) G (&) -

= (%u-Xy) du? + 2 (xy - Xp) dudv + (X, - X,) dv?,

du® +
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8.3 Toinen perusmuoto

Kuva 8.1: Gausin ensimmaéinen perusmuoto

josta (§8.2) suoraan seuraa.
Néemme esimerkiksi, ettd v-kdyrien suunnassa (dv = 0):
ds®> = Edu?®,

eli E' edustaa metrista matkaa kahden perdkkéisen (u,w + 1) kiyran vélilld. Samoin G edustaa
matka kahden peridkkéiisen v-kdyréan valilla. Miten l&hempéané kéayrat toisilleen, sitd suurempaa
X, tai x, ja myos sitd suurempaa F tai G. F' taas edustaa u- ja v-kdyristojen vélinen kulma: se
h&avida jos kulma on suora.

8.3 Toinen perusmuoto

Normaali pinnan péalld on vektori, joka on kohtisuora jokaista kéyrda kohtaan, joka kulkee
pinnassa, my6s u- ja v-kayrit. Kirjoitetaan

Ty
n= | n,
Ty
Ilmeisesti
n-x,=n-x,=0. (8.3)
Vaaditaan my0s
[n| =1,
eli
ni + nf/ + nz =
Differentioidaan x toista kertaa:
B 9%x
Xuuw = W;
ox
X = —,
w Judv
_ Ox
Xov = w

Nyt GauBin toinen perusmuoto (second fundamental form) on
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8 Gaubin pintateoria

edu® + 2fdudv + gdv?,

jossa
€ = 1N - Xyy,
= n- Xy, (8.4)
g = N-Xy.
Ehdon (8.3 perusteella on myos
0
0=—(M-Xy) = Ny Xy +N-Xyy = €= —1Ny Xy,
ou
0
OZ%(D‘Xu) = Ny-Xy+t N Xy = f=-—Ny- Xy,
0
0:%(n-xv) = Ny Xp+N- Xy = =Ny Xy, (8.5)
0
Oza(n-xv) = Ny Xy + DXy = §= Ny Xy

Katso kuva [8.2] Kun siirrytdén paikasta toiseen, muuttuu normaalivektorin suunta: kun siirry-
tidn pisteestd x (u,v) pisteelle X’ (u + du,v), muuttuu normaali n — n’ = n + dn’. Samoin,
kun siirryt#in pisteestd x pisteeseen x’ (u, v + dv), normaali muuttuu n — n” = n + dn”.

Kaavana:

dn = 8—ndu + 8—ndv = n,du + ny,dv.
ou ov

Normaalivektorin normi eli pituus on aina 1, kuten yll& néhtiin; siksi vektorin muuttuminen
voi tapahtua vain kahteen suuntaan, joko tangenttivektorin x,:n, tai tangenttivektorin x,:n,
suuntaan.

Erotetaan ne projisoimalla:

dn-x, = n, - xXudu+n,- x,dv,

dn-x, = ny-Xy,du+ n, - X,dv,
joista voidaan toisen perusmuodon elementit e, f, g suoraan identifioida (8.5)):n avulla:

—dn-x, = edu-+ fdv,
—dn-x, = fdu+ gdv.

Toisin kuin ensimméinen perusmuoto, toiselle perusmuodolle ei ole olemassa vastaava objekti
Riemannin pintateoriassa. Se on olemassa vain pinnoille, jotka ovat wupoksissa ympérodivissi
(euklidisessa) avaruudessa.

Usein 16ytyy myo6s “tensoriaalinen” kirjoitustapa:

B = e,
B2 =01 = f,
B2 = g.
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8.4 Kolmas perusmuoto

Kuva 8.2: Gauflin toisen perusmuodon geometrinen selostus

8.4 Kolmas perusmuoto

Gauflin toinen perusmuoto kuvaa tavallaan pinnan kaarevuutta avaruudessa, kuvaamalla miten
normaalivektorin suunta muuttu, kun kuljeskellaan joko u- tai v-koordinaattiviivojen suunnassa.
Valitettavasti tdmai ei riitd kaarevuuden absoluuttiseen kuvaamiseen, koska parametrisointi (u, v)
on

1. mielivaltainen valinta, ja
2. ei ole metrisesti skaalattu.

Viimeinen tarkoittaa, ettd jos normaalivektorin n suunta muuttuu dn verran, kun kuljeskellaan
matkan du verran v-koordinaattiviivaa pitkin, me emme vield tiedd monenko metrin matkaan
du vastaa. Jos se on pitkd matka, niin sama normaalivektorin muutos dn merkitsee vain pieni
pinnan kaarevuus; jos se on lyhyt matka, sama muutos dn vastaa suureen pinnan kaarevuuteen.

Se, ettd parametriviivat u = vakio ja v = vakio eivit yleisesti ole kohtisuoria kesken#in, tekee
ongelmasta vield monimutkaisemmaksi.

Téastd syysta keksittiin kolmas GaufSin perusmuoto. Se saadaan kirjoittamassa ensimmaéinen ja

toinen matriisin muotoon:
| F F e f
i-|pale=[ 7]

ja muodostamalla:

oo e f 1 G —-F|_
¢=BH _[f g]EG—FQ[—F E]_
B 1 [eG—fF fE—eF]

EG—F2?| fG—gF gE— fF

Voitaisiin sanoa, ettd kertominen A-matriisin eli matka-elementin pituutta kuvaavan ensim-
méisen perusmuodon kddnteismatriisin kanssa suorittaa B-matriisin metrinen skaalauﬂ

2 . . . . . . . . . . 1
Teknisempi kuvaus: B on kovariantti tensori (3;;, ja A kovariantti metrinen tensori g;;. A~ taas vastaa kon-
travarianttiin tensoriin g"’. C on nyt “sekétensori” 8, = ¢" Bk, jonka tensoriaalinen ominaisarvotehtivi on

(B; - 56;) 2 =0,

sama kaava kuin .
Ks. luku @
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Matriisilla C' on kaksi ominaisarvoa: arvot r12 joille
(C—kl)x=0 (8.6)

sopivalle arvoparille x = [ du dv ] . Ratkaisut x12 kutsutaan pinnan S pddkaarevuuksik-
si. Ne ovat invariantteja valitun parametrisoinnin (u,v) suhteen. Vastaavat arvoparit x; =

[ duy dvp ]T ja xg = [ dus dvsg ]T maarittavat paikalliset pddkaarevuussuunnat pinnalla.
Muut invariantit:

det B eg— f?
det H EG — F?

1. Tulo k1ky = det C' = on Gauflilainen kaarevuus.

1eG + gE — 2fF
2 EG-F?

1 1
2. Puolisumma 3 (K1 + K2) = 3 (Ci11+ Cy) = on keskikaarevuus.

Esimerkki:

Ellipsoidisen Maan pinnan pisteen koordinaatit ovat

N (p) cos pcos A
X = N (¢) cos psin A
N (p) (1 — 62) sin @
Tisté ) . )
cos )\d— (N (@) cos @)
X, = g:; = sin )\d%OCEN () cos @) ;
| (=€) o WV (@)sing) |

Kayttamalla liitteessé [B| johdetut kaavat saadaan:

—sin p cos A
Xo, =M (p) | —sinpsinA
+cos

_ in A
P cos g sin
:—X:N(go) + cos @ cos A

o\ 0

X\

Pintanormaali saadaan vektoritulona, normalisoituna:

Xp X X\
n=_—_—F——--.
[R5
jossa
2
— cos” (P cos A
Xpxxy = NM — cos? psin A =
— sin ¢ cos @ cos® X — sin ¢ cos psin® A\
cos? @ cos A cos A
= —NM | cos’psin\ | = —NMcos’¢ | sin\ |,
sin ¢ cos ¢ tan ¢

jonka normi on

Xy, X Xy || = NM cos? 1+ tan? ¢ = NM cos .
® ¥ P ¥
Siis
COS  COS A
n=—| cospsinA |,
sin
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8.5 Kéyrad pinnan sisdlla

ei yllattava tulos. . .

Lasketaan ensimméinen perusmuoto:

E = x,-x,= M? (sinzgp (sin2)\+cos2 /\) + cos? cp) = M?,
F = x,-x,=0,
G = x,\'x>\:N2cos2<p:p2.

Toista perusmuotoa varten lasketaan

+ sin @ cos A + cos @ sin A
n,= | +sinpsin\A | ;ny= | —cospcos\
— Cos 0
ja ndin (kaavat
e = —ng-X,=+M,
= —II@'X)\:—D)\-X@:O,
g = —ny-xy=+Ncos’p.
Eli:
g - [EF]_ M? 0
T | F G| | 0 NZcostp |’
_ e f| | M 0 .
B = {f g}_[o Ncoszgo]"]a
1
— 0
C = BH'=| M |
0 R
N

Pdékaarevuudet k12 ovat C'm ominaisarvot, ominaisarvotehtéavin
(C—krl)x=0

ratkaisuja; arvot saadaan ratkaisemalla

1
— — K 0
det (C—kI) =0 = det | M 1 =0 =
O N—K,
M K N R | = /il—M,HQ—N.

Kuten oli odotettavissa. ..

8.5 Kayra pinnan sisalla

Jos kiyrd C' kulkee kaarevan pinnan sisilld, voidaan tutkia muita mielenkiintoisia asioita.

Tangenttivektori

: t! du/d : : R

Jos kutsutaatl = [ 2 } = [ d:? d:: ] “vektorin t komponentit (u, v)-koordinaatistossa”, tdméi
dx dxdu dxdv 1 9 - . . . .

ont=—=——+4 —— =t xy +t°x,. Eli kiyrén tangentti on myG6s pinnan erés tangentti
ds duds  dvds

ja sijaitsee tangenttitason sisilla.

3 Als hermostus yldindeksin kdytostid. Se on vain kirjoitustapa ja sen jarkevyyttd perustellaan myShemmin.
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8 Gaubin pintateoria

Kaarevuusvektori
dt d
k=e = s (Rt tx) =
dt! N dt? N
= Xyu— +Xp—
“ds Yds

+  Xuu (751)2 + 2Xuvt1t2 + Xy (t2)2

Eli “kaarevuusvektorin komponentit (u,v)-koordinaatistossa” siséltévit jotain muutakin kuin
vain komponenttilukujen derivaatat dt'/ds ja dt®/ds.

Kirjoitetaan
Xyu = thu + F%lxv + (Xyy - ) N,
Xyo = TDioXy + TihX, 4+ (Xuw - n) 1, (8.7)
Xpy = F%zxu + F%QXU + (Xypp - 0) ;5

eli ripustetaan kolmiulotteiset vektorit avaruuden kantaan (x,,x,,n).

Téssé esiintyvat — eli luonnollisesti nousevat esille — I'-symbolit eli “Christoffelin symbolit”
kisitellain myohemmin (luku E[) Ne kuvaavat vain sitd tosiasiaa, ettd vektorin differentioimi-
nen (eli “rinnakkaiskuljetus”; ks. luku E[) kaarevan pinnan kéyraviivaisissa koordinaateissa ei ole
triviaali asia.

Kolmas termi oikealla puolella kuitenkin edustaa mééritelméan (8.4) mukaan toisen perusmuodon
alkiot e, f, g.

Saadaan
dt* 2 1 41,2 1 (42)\2
k = (=2 + T3 ()" + 20t + T3y ()7 ) xu +

dr?
+ <d + T2 (8 + 202,612 + T2, (t2)2> Xy +

+ (e ()2 + 21t + g (t2)2> n

Téssd ensimmaiset kahdet termit edustavat kdyrian C' sisdistd kaarevuutta K;,:, kaarevuus pinnan
S sisdlld; viimeinen termi edustaa ulkoista kaarevuutta Ky, kiyridn kaartumista itse kaarevan
“pinnan mukaan”.

Siséiselld kaarevuudella on taas kaksi komponenttia “(u, v)-koordinaateissa”, joita saadaan luke-
malla ylldolevasta kaavasta. Kirjoitetaan

Kint = klxu + kzxva

jossa
2

i [ k! ] _ [ aetyds 41 (1) + 2rdtte? 4+ T, (12)
| di/ds +TH, (¢ )% + 2te? + T, (2)?

dt /ds—l-z Zrlttﬂ

lel

dt? /ds + Z ZW £ty

i=1 j=1

jossa olemme “taloudellistaneet” kaavat kdyttamalla summausmerkkié. Ulkoinen kaarevuus taas
on
keyt = (k-n)n

jossa
k-n=e (') +2ft'% + g ()
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8.6 Geodeettinen viiva

Esimerkki: leveyspiiri maan pinnalla.

N (p) cos pcos A
X = N () cos psin A ;
N (p) (1 —€?)sing
—N cos psin A 1 —sin A

+N cos @ cos A = | +cosA |;
0 N cos g 0

_dx_dxdr _
ds  d\ds

e _asar [ 0N]
ds  dhds Ncosp’

Ulkoista kaarevuuttas:
COS ( COS A

n=| cospsinA |,
sin
siis

1 2 .2 n
keath(k‘n)n:N(cos A + sin )\)n:—N,

Koska vektori n on yksikkovektori, voimme pédtelld, ettd kdyrdn ulkoinen kaarevuus on
juuri poikittaiskaarevuussateen kéddnteisluku, ja sisédnpéin suuntautunut. Se on sama kuin
pinnan kaarevuus kdyréan kulkusuunnassa.

Sisdinen kaarevuus on

cos A n N
— COS (p COS B .
K =k kg — = | sin _ tang Cf)si?'lw
int — - Rext — N _ + COS(,OSiIl)\ = N — SIN ASIN @
cos +Cosp
+sinp
Taméan vektorin pituudeksi saadaan
tan
eint | = =57
. . . 1 1 e
Kuvassa [8.3| ndkyy kaarevuusvektori k, pituus £k = = ; sen sisdinen osa
. Ncosp — plp)
an

("2 . .
; ja sen ulkoinen osuus k., pituus kcosp =

PIC

Kuvassa nikyy my6s miten itse etédisyys Maan pyorahdysakseliin on

Kint, pituus ksing =

1
——CoSp = ———.
p(p) N (¢)
jokaisessa suunnassa(k, kin: jaKeyzt) kaarevuuden kddnteisluku. TAmé on my6s intuitiivis-

esti selvé pyordhdyssymmetriasta.

8.6 Geodeettinen viiva

Sisaisesti, pintakoordinaateissa

Geodeettisen viivan kaavaa saadaan vaatimalla k;,; = k' = 0, eli kayralld ei ole sisdistd kaare-
vuutta (ulkoista kaarevuutta ei saada poistetuksi kun kéyrd on kaarevassa pinnassa):

i 2 2
dt +) O Tt = (8.8)

j=1k=1
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8 Gaubin pintateoria

1\\\\\ p/sim; = NCOt(p
- \\\/ kim‘
S
; ke;rt

K
* N = p/cosg&

Kuva 8.3: Leveyspiirin kaarevuudet ja kaarevuussiteet

Téta lahestymistapaa kehitetddan mychemmin luvussa 9.5

Ulkoisesti, avaruusvektorien avulla

Vaihtoehtoinen, kolmiulotteinen (“ulkoinen”) muoto saadaan toteamalla, ettd geodeettinen viiva
on vain ulkoisesti kaareva, eli kirjoittamalla

;lzzkm:(e(t1)2+2ft1t2+g(t2)2)n=<[t1 tQ][; g] [i;]>n

Koska

seuraa, etta

Jos mééaritellaan

voidaan kirjoittaa
dt E F]1 ' Te fI[E F1 '[t-x,
ds‘(“"‘“ vxd[p e [5o)lF 6] [ER])n

[E F]l[e fHE F]lelBﬂl

T&ssé

F G fgllF G

aikaisemmin kéytetyn notaation mukaarﬁ

*Indeksinotaatiossa: gijﬁ]-kgkl, ks. luku@ Téahén looginen merkintétapa olisi ﬁil.
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8.6 Geodeettinen viiva

Esimerkki: ellipsoidisella Maan pinnalla on

—2
H 'BH! [ M

M M2
N~2cos2 ¢ } [ N cos? ¢ ] [ N=2cos™2¢ | —
} [ 1/M?

[ v cos ¢ /p° }

el

N 3cos 2

ja

joista saadaan

@
ds

1/M

= [t en t-eE][ t'eN]n:

cos ¢/p } [ t-ep

Téssé yksikkovektorit

< —sin@cos A < — oS psin A
“ —sinpsin A |, eg ke + cos p cos A
0

cos ¢

en

R R

1
Lihestymistapa on geometrisesti intuitiivinen. Aaltosuluissa oleva ilmaisu — (t - eN)2 +

1 1 1
—(t- eE)2 = —cos®’ A+ N sin? A on juuri geodeettisen viivan suuntainen pinnan kaare-

M
vuus.
d
Tamén lisdksi meilld on yhtalot d—x = t, yhteensé 2 x 3 = 6 tavallista differentiaaliyhtaloa.
s

Avaruusvektorimenetelméilld on seké edut ettd haitat pintakoordinaattimenetelmén (esim. kaa-

vat (2.1)) verrattuna.

Etu: pintakoordinaateissa (¢, A) on vilttdmétta aina kaksi napaa, singulariteetteja joissa lev-
eyspiirien kaarevuus menee ddrettomyyteen ja numeeriset menetelmit voivat kayttaytya
huonosti. Nain ei tapahdu suorakulmaisissa avaruuskoordinaateissa.

Haittoja:
1. Enemmén yhtaloitéd, enemmén laskentatyota.

Z
2. Jokaisessa pisteessid on laskettava M ja N ja niitd varten ¢ = arctan ————
p

p=VX2+Y2

3. Viivan laskennan “siséén- ja ulosrullaus” edellyttdd (o, A\):n muuntaminen (X, Y, Z)-koor-
dinaateiksi alkupisteessé ja takaisin loppupisteessa.
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9 Riemannin pintateoria

Térked teoreettinen raami, jossa kaarevat pinnat ja kdyrét usein kuvataan, on Rz’emanninE] pin-
tateoria. Téassé teoriassa tutkitaan kaareva pinta sisdisesti, ts. ilman sen seikan huomioon ot-

tamista, ettd Maan kaareva pinta on kokonaisen kolmiulotteisen (euklidisen) avaruuden “upok-
3 b

sissa’.

Téamé tekee Riemannin pintateoriasta kédyttokelpoinen abstraktio myos tilanteissa, jossa tdmé
ymparoivé korkeampiulottuvainen avaruus ei valttamatta ole edes olemassa. Esimerkiksi yleisessé
suhteellisuusteoriassa kuvataan aika-avaruutta (x,y, z, t) kaarevana Riemannin teorian mukaise-
na jatkumona, jonka kaarevuuden parametrit liitetdéin massa- ja virtaustiheyteen EINSTEINEIin
kenttayhtéldiden kautta. Painovoimakenttd on tdmén kaarevuuden ilmentyma.

9.1 Mika on tensori?

Fysiikassa enemmén kuin geodesiassa tulee usein vastaan késite “tensori”. Miké tensori on?

Vektorit
Ensin vektori. Téassd aluksi tutkitaan tilannetta kaksiulotteisessa euklidisessa avaruudessa eli
tasossa.
Kahden viereisen pisteen vélinen koordinaattieropari on vektori:
v = ’Ui o A$
=v'= A,
on vektori, kirjoitettuna yldindeksilla.

Toisessa koordinaatistossa tdmé vektori kirjoitetaan

Huomaa, etté téssid on sekd symbolinen kirjoitustapa (v) ettd komponenttikirjoitustapa (vi, 1=
1,2). Komponentit riippuvat valitusta koordinaatistosta (Az’ # Az, Ay’ # Ay, vaikka aina
Az? + Ay? = (Aac')2 + (Ay')2 = vakio — inwvariantti), mutta symbolinen kirjoitustapa on
riippumaton siitd. Vektori on aina sama, vaikka sen komponentit muuntuvat koordinaatiston
mukaan. Vektori on aina sama “nuoli avaruudessa’.

Vektorin komponenttien muuttamiseksi on olemassa seuraava muunnoskaava:
v = E ol (9.2)
= Yot .
i

tal “matriisikielelld”
!
v = Av,

'Georg Friedrich Bernhard RIEMANN (1826 — 1866), saksalainen matemaatikko
?Albert EINSTEIN, 1879-1955, saksalaissyntyinen teoreettinen fyysikko, suhteellisuusteorian keksijé ja tieteen
ikoni.
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9 Riemannin pintateoria

jossa

v — vt | Az
R P | Ay
on komponenttien muodostama sarakematriisi, ja
1 1 .
it o 0y cosf  sind
A=qa; = 2 2 = :
o7 0g —sinf cos0

on muunnosoperaattorin komponenttimatriisi.

Jokainen suure, joka muuntuu kaavan ((9.2)) mukaan, kutsutaan vektoriksi. Tutut vektorisuureet

ovat nopeus, kiihtyvyys, voima, ... yhteistd niissé on, ette ne voidaan esittédé graafisesti nuoleina.
Tensorit
Tensori on nyt vain neliskanttinen objekti — matriisi — jolla on samanlainen muunnosomi-

naisuus koordinaatistosta toiseen, mutta jokaisen indeksin kohdalla:
i/j/ o i j/ Z]
"7 = Z a; a; T,
2
"Matriisikielelld” tdmé on’)
T = ATTA,
jossa A on sama kuin yll4 m#aritetty.
Olemme jo tavanneet geodeettisessa teoriassa monet tensorit:
1. Maapallon inertiatensori.

2. Painovoiman gradienttitensori eli Marussi-tensori

og [ oW W OPW
" 0x?  0x0y 0Ox0y
| % | _| W ow ow
oy 8g8x oy 0x0z
Jg FPwW W *wW

0z | 0z0x 0z0y 022 |
o2 o

3. Varianssi’matriisi” on oikeastaan tensori: Var (x) = [ U”” U‘TQy ] , jossa o, ja o, ovat

koordinaattien eli x-komponenttien keskivirheet, ja o, kovarianssi.

4. Edellisessé Gauflin pintateorian ensimméinen H = { ? g ], toinen B = [ ; g ] ja

kolmannenkin perusmuodot;

5. My6s karttaprojektion perusmuodon alkiot E , F , G muodostuvat tensorin H = g g ] ,
E F
~ A2 AT

jonkinlainen metrinen tensori. Objekti H 'H = ]\% ]\ép taas voitaisiin kutsua
Mp  p?

mittakaavatensoriksi.

Verifioi, ettd matriisikaava johtaa samoihin indeksisummauksin kuin indeksikaava!
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9.1 Mikéa on tensori?

Tensorin geometrinen esitys ja invariantit

Samalla tavalla kuin vektorin geometrinen kuvaus on nuoli, on tensorin geometrinen kuvaus
ellipsi (kaksiulotteisesti) tai ellipsoidi (kolmiulotteisesti). Ellipsin/ellipsoidin pé#akselien pitu-
udet kuvaavat tensorin ominaisarvo‘ﬂ padakselien suunnat taas ovat tensorin ominaisvektorien
suuntia.

Euklidisessa avaruudessa ja suorakulmaisissa peruskoordinaatistoissa tensorit T tapaavat ole-
maan symmetrisia; siksi eri ominaisarvoihin A;, A\j,7 # j kuuluvat ominaisvektorit x;,x; ovat
kohtisuoria toisinsa kohtaan, kuten matematiikan oppikirjoissa todistetaan.

n-ulotteisessa avaruudessa tensorilla T on n riippumatonta invarianttia. Ominaisarvot A;, 1 =
1,...,n ovat tietenkin invariantteja. Niin onkin niiden summa ja tulo.

Sa=yr
i i
kaksiulotteisella pinnalla
A+ A= TH + T22,
lavistéjéa-alkioiden summa eli jdlkzﬂ; ja
[1» = det (1),
i
kaksiulotteisella pinnalla taas
Mg = det (T) = THT* — 712721,

tensorin determinantti.

Varianssimatriisin jéalki aﬁ + O'Z tunnetaan jo pistevarianssina 0123; se valittiin juuri siksi, koska
se on invariantti, siis riippumaton xy-akseleiden suunnasta. My06s painovoimagradienttitensorin
jalki on tuttu:

LAPLACE-operaattori.

Tensorit yleisessa koordinaatistossa

Enté sitten ei-euklidisessa avaruudessa, ei-suorakulmaisissa koordinaatistoissa? No, siiné tapauk-
sessa ero ylid- ja ala-indeksien vélilla tulee merkitykselliseksi ja yldindeksien kirjoitustapa saa
vihdoin oikeutuksensa.

Kontravariantti vektori muuntuu seuraavasti:
i/ _ il 7 (9 3)
Vo= o, v .
i

ja kovariantti vektori seuraavasti:

Vi = Z OJZZ:/UZ‘. (94)

(Hyvin samanlaisen nikoisid, mutteivit samojal)

Kun kontravariantin vektorin “prototyyppi” on kahden (ldheisen) pisteen koordinaattierot, kuten

ylla:
v = Ay |

4Tarkemmin, akselien puolikkaiden pituudet ovat ominaisarvojen \; nelidjuuret.
En. trace, saks. Spur-.
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9 Riemannin pintateoria

on kovariantin vektorin prototyyppi gradienttioperaattori:

v [ oV /o } (9.5)

YT e T | ov/ay

V (z,y) on joku skalaarikentti avaruudessa.

v = dy s

o [ da’ } _ [ o' fou 0oy ] [ dz } |

dyl ay,/@x 8y’/6y dy

Jos otetaan mallivektoriksi
saadaan

myos ketjusdannolla

[ oV/0a' } _ [ oxfau 03/oy ] [ OV 0z ] |

8V/8y' 81//69:’ By/ay’ aV/ay
l‘il i/ .%'i ;
Kerrroinmatriisit i af ja a7 aj ovat ilmeisesti toistensa kddnteismatriiseja.
x x

Siis, jos kovariantin muunnoskaavan || muunnosparametrien aj, matriisiesitys on A (i rivi- ja
. . . . . . U e e — . . . .

i’ sarakeindeksi), on kontravariantin muunnosparametrien (kaava ) ol matriisi A7 (¢ rivi- ja
i sarake-indeksi). Tésté seikasta nimitykset “kovariantti” ja “kontravariantti” juontavat juurensa.

Tensoreilla voi olla sekd yld- ettd ala-indeksejid. Koordinaatiston vaihdossa jokainen indeksi
muuntuu “luonteensa” mukaisesti. Tensorin ei valttaméatta edes tarvitse olla vain kaksi indeksia,
niité voi olla enemmaéankin.

“Triviaalit” tensorit

1. Jos lasketaan kontravariantin vektorin ' gradientti, saadaan

ot _[10]
oxJ 01"

ns. KRONECKERIN delta, kidytdnnossa yksikkomatriisi. Se on tensori:
5;/ —a ,a 5 —Za 5ol

z]]/

eli matriisikielella

i | ‘Ll gl
(] = [A7"] [0 A =ATtA=1
]/ — 7 — j— j/ —

koska jos oc;:, matriisiesitys on A, niin ag/:n — vastaavasti ocji/:n — matriisiesitys on AL
kuten ylla todettiin.
2. Tullio LEVI-C1viTAPln “korkkiruuvitensori” kolmessa ulottuvuudessa:
0 jos ijk : sta kaksi on sama
€ijk = 1 jos ijkon lukujen (123) parillinen permutaatio
—1 jos ijkon lukujen (123) pariton permutaatio
Eli €123 — €931 — €312 — 1, €132 — €321 — €913 — *1, kaikki muut = 0.

Ks. http://folk.uio.no/patricg/teaching/all2/levi-civita/.

®Tullio LEVI-CIvITA (1873 — 1941), italialainen matemaatikko
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9.2 Metrinen tensori

9.2 Metrinen tensori

Metrinen tensori eli metritkka kuvaa kaarevan avaruuden Pythagoraan lauseen muotoa. Se on
sama kuin aikaisemmin kisitelty Gaufiin ensimmiiinen perusmuoto. Tavallisessa tasossa (R?)
voidaan valita suorakulmaiset koordinaatit (z,y), jonka jilkeen kahden pisteen 1, 2 vilisté etédisyyt-
td s voidaan kirjoittaa:

s? = Az? + Ay?,

jossa Ax = xo —x1, Ay = yo — y1 ovat pisteen viliset koordinaattierot. Tdmé& kaava on voimassa
koko tasossa. Sen differentiaaliversio on samannékéinen:

ds® = dz® + dy?.

Té&téa kirjoitetaan nyt seuraavaan muotoon:
ds? = g;jda'dx? (9.6)
missi
gij:[(l) ?]ja dxi:dxj:[ig].
Téta kutsutaan euklidisen tason suorakulmaisen koordinaatiston metriikaksi. Kaavassa on

oletettu, ettd summataan indeksien 7 ja j yli; tatd kutsutaan Einsteinin summauskonventioksi.
Aina kun kaavassa on samanniminen yla- ja alaindeksi, summataan sen yli. Eli tdssé tapauksessa

2 2
ds? = Z Z gijdxid:z:j.
i=1 j=1
Vaihtoehtoinen kirjoitustapa kayttdmélla matriisikirjoitustapa on kvadraattinen muoto:

ds* = (dx-Hdx) = dx" Hdx =

H dx
dxT e —
= dz'' 1 -
del dz? gilr gi12 ] [ }
[ dz’ do” ] {921 922 dx?

Jos pinta ei ole kaareva, voidaan aina 16yt koordinaatisto, joka on katkkialla suorakulmainen ja
molemmat koordinaatit “skaalattu” oikein niin, etti koordinaattieroon 1 m vastaa paikkaerokin
1 m. Silloin g;;-matriisi eli metrinen tensori on muotoa yksikkématriisi, kuten yll.

Mikéli pinta on kaareva, voidaan 16ytda yksikkomatriisin muotoinen matriisi vain joissakin
paikoissa. Esim. maapallon pinnalla vain ekvaatorin ldhelld olevassa vydhykkeessa. Se ei on-
nistu yhtenéisesti koko Maan pinnalla.

Kuitenkin voidaan valita my0s ei-kaarevassa pinnassa koordinaatisto, joka ei ole suora vain vino,
ja jossa koordinaatit ovat mielivaltaisesti skaalattu. Ks. kuva

Téssd tapauksessa saadaan kosiniséddnnon avulla:
5% = p? Au® + > Av® + 2pAugAv cos a,

eli differentiaalisesti
ds? = p*du® + ¢*dv® + 2pq cos adudv,

eli indeksinotaatiossa
ds? = gijdx’ dx?

jossa

2
P Pq Cos o i du
9ij Pq Cos o 7 ] » & [ dv ]
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9 Riemannin pintateoria

&

u u+ Au

Kuva 9.1: Vinometriikka tasossa

Matriisiesitystapa:
I Gij, L i, =] !
ds? = —_—— 2 d .
D Pg COS Qv U
[ du dv ] 9 ] [ ]
PG COS q dv

Kaarevalla pinnalla g;; on paikkariippuvainen, g;; (azz) , jossa z' on pintaa kuvaavien parametrien

“vektori”, ' = [ U v ]T. My®6s ei-kaarevalla pinnalla g;; voi olla paikasta riippuvainen, esim.
kun valitaan kaarevakayraiset, esim. napakoordinaatit.
Esimerkkeja:
1. Pallomaisen Maan pinta:
ds® = R*dp* + R? cos® pd\?,
eli )
R 0 ; dy
. g d ? g
gl](cp?)\) |: 0 R2COS2QD:|7 T |:d)\ :|7
jolloin “matriisikielell&”

d82:/_‘/\ﬁ 2 .
T dp d) ] R 202 de
0 Rcos“yp dA

2. Tasossa napakoordinaatit (p, 6):

ds® = dp? + p*do?,

Gijs Li, —j  da?

eli

jolloin
dat

2 —~
ds* = —"—— 1 0 d .
[ dp df ] p
0 p? do
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9.3 Metrinen kéaanteistensori
9.3 Metrinen kaanteistensori

Metrisen tensorin g;; kddnteistensoria kirjoitetaan g*’. Matriisina se on g;;:n kddnteismatriisi:
ij —1
97 =(9i5) ",
eli indeksinotaationa
9" gk = O

Tamaé ei ole mitdan muuta kuin kdédnteismatriisin mddritelmd:
H'H=1,
jossa I on yksikkomatriisi, KRONECKER-tensorin 5}; matriisiesitys. Kirjoitettuna auki:
99 Lis—=j g, Lj,—k & Li, —k

11 12 =
g g [ g11 912 ] - 1 0
¢t g% g21 922 01

9.3.1 Tensorin indeksien nostaminen tai laskeminen

Mielivaltaisen tensorin indeksi voidaan “nostaa” tai “laskea” kertomalla metrisen tensorin g;; tai
ké#nteistensorin g kanssa:
i _ ik _ ki
17 =g T = gjT™".

Kaikki muodot Tij,Tij ,T; kuvaavat samaa tensoria, eri tavalla kirjoitettuna. Erikoistapaukse-
na (5;- = gjkgki = gikgkj, eli KRONECKERIN delta-tensori on metrisen tensorin “sekamuoto” ja
voitaisiin kirjoittaa g;. Kuitenkin delta-kirjoitustapa on vakiintunut.

9.3.2 Tensorin ominaisarvot ja -vektorit

Neliskanttisen tensorin ominaisarvotehtdvé on seuraavan muotoinen:

(TU — )\gij) xz; =0,

(T3 — Agij) &’ =0,

R A 7= B A
(T} — \3) a7 = (T} — A8%) i = 0.
Kaikki kolmet muodot ovat samanarvoisia, kuten voidaan helposti todistaa. Ominaisvektoreille
pitee ¥; = gijz’. Jos tensori T" (tai T}, tai T;;) on symmetrinen (siis 7% = TY* jne.), ovat
ominaisarvot \ reaaliarvoisia ja ominaisvektorit keskeniin ortogonaalisia: jos z*, y* ovat eri om-
inaisvektoreita, on
gijx"y’ = 0.

On yhté monta eri ominaisarvoja kuin avaruudessa on ulottuvuuksia, eli tasossa R? kaksi.

9.3.3 Tensorin kuvaaja
Kvadraattinen muoto
Tijxixj =1

midrittia ellipsoidi (R?:ssa ellipsi) jota voidaan pitéi tensorin Tj; kuvaajana. Esim. inertiaellip-
soidi, varianssiellipsoidi.

63



9 Riemannin pintateoria

1 1 1

U u +y

Kuva 9.2: Christoffelin symbolit ja rinnakkaiskuljetus

9.4 Christoffelin symbolit

Metrinen tensori ei vield ole sama kuin kaarevuus. Se ei ole edes sama kuin koordinaattikédyrien
kaarevuutta; sen tutkimiseksi tarvitaan Chrz’stojj‘elinm symbolit.

Christoffelin symbolit kuvaavat sité, mitd tapahtuu vektorilla kun sita kuljetetaan rinnakkaisesti
pintaa pitkin; tarkemmin, mitd tapahtuu sen komponenteille.

Ks. kuva Kun vektori v, jonka komponentit ovat v’ kuljetetaan rinnakkaisesti pisteesté
toiseen matkalla yi, muuttavat sen komponentit méirilla Av® = v'* —v?, vaikka “vektorille itse”
v/ = v. Kun seks siiretty vektori itse ett# siirron matka ovat pienid, saadaan olettaa, ettd muutos
riippuu lineaarisesti seké vektorista ja kuljetussuunnasta, seuraavalla tavalla:

Av' = Fékvjyk.

Christoffelin symbolit F;k ewdt muodosta tensori kuten metrinen tensori. Ne kuvaavat kdyrivi-
ivaisen koordinaatiston “kéayréiviivaisuutta”, eli koordinaatiston ominaisuutta. Koordinaattimuun-
nos joka hévittdd — edes paikallisesti ellei kaikkialla — koordinaattiviivojen kaarevuutta, tekee
myos Fj»k:n elementit nolliksi siind pisteessi (tensorille sellainen paikallinenkaan “poismuunta-
minen” ei koskaan onnistu!).

Esimerkiksi Maan pinnalla (¢, A)-koordinaatistossa ekvaattorilla koordinaattiviivat ovat paikallis-
esti ei-kaarevia ja myohemmin nédytetdin, ettd sielld todella kaikki Fék ovat nollia. Toinen
esimerkki on yleisestd suhteellisuusteoriasta, jossa kithtyvyyden komponentit ovat Christoffel-
symboleja: kiihtyvyyttéd voidaan muuntaa pois siirtymaélld “mukana putoavaan” vertausjérjestelméan.
Einsteinin putoavassa hississa ihmiset hissin siséllé kiihtyvit Maan pinnan suhteen mutta ovat
painottomia (siis kiihtyvyys on nolla) hissiin sidotussa vertausjirjestelméssi.

Christoffelin symbolit voidaan laskea metriikkatensorista; kaava on (mutkikas todistus; katso

liite :
i1y <3gkl 915 3gjk) (9.7)

jk_zg

oxi = OxF  ox!

(gij = (gij)fl.) Téstd nékyy, ettd Christoffelin symbolit ovat, niinkuin, metriikan ensimmaéiset
derivaatat. Suoraviivaisessa koordinaatistossa ei-kaarevalla pinnalla g;; on vakio ja siis kaikki
I}, hividvit. Myos, koska g;; on symmetrinen (gi; = g;i), saadaan

i v
ik = Lkj

"Elwin Bruno Christoffel (1829-1900), saksalainen matemaatikko-fyysikko
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9.4 CHRISTOFFELIN symbolit

Christoffelin symboleista on hy6tya kun kirjoitetaan geodeettisen viivan kaavaﬁtéssé formalis-

missa (ks. kaava (8.8))):
d i ri
Jtk —
STyt =0,
Tissd t* on viivan tangentivektori t* = da'/ds.

Esimerkkeja:

1. Pallomaisen Maan pinta (¢, \). Kdytetddn notaatio, jossa ¢ ja A symbolisoivat indeksiarvot
1 ja 2 (niille symboleille Einsteinin summauskonventio siis ei toimil!):

dgre [ O 0 dgre [0 0
oo |0 —R*sin2¢ | X |0 O |’
eli ainoastaan 5 5
159N _ g22 _ _R2 sin 2¢
dp Oy
eroaa nollasta. Silloin, kun muistetaan etti
A R2 1 R2
gll = (g'l)_l = 2 2 = 2 2
! R*cos” p R %cos™“¢ |’
ainoat nollasta eroavat elementit ovat:
1 0 1 1
Iy, = B (gw,)_1 (—g::‘) == —§R_2 - R%sin2p = —|—§ sin 2 = sin ¢ cos ¢,
1 0 1 sin 2
A -1 9\ —9 _9 9 . . Y
F<p>\ =3 (gxn) (&0) =3 (R cos gp) (—R sin 2<p) = _2COSQQO — tan ¢,
1 _1{0g
A 1 A\
e = 5 (9) <a¢> = —tangp.
Huomaa, ettéd ekvaattorilla ¢ = 0 kaikki F;k =0.
2. Tasossa napakoordinaatit (p, 6):
Ogr _ 10 0| g _ [0 0
op |0 20| 00 [0 0]
eli
9922 _ J9o6 _
jolloin
1 —1({ Ogos 1
I'op = 5 (9pp) (_8/) =3 —2p = —p,
1 — 9o 11
Fe = Fg = — 1 —_— = — . — . 92p = _
po 0p 2 (999) <+ 8p 5 p2 P ,

8Itse asiassa kirjoitetaan

Dttt dit ——
= + T4t
ds ds LRt
ns. absoluuttinen tai kovariantti derivaatta joka on tensori; ja
Dt'
=0
ds

on silloin geodeettisen viivan kaava, joka siis pétee jokaisessa kaarevalinjaisessa koordinaatistossa.
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9 Riemannin pintateoria

0.5 Geodeettinen viiva uudelleen

Téssé vaihtoehtoiset kaavat geodeettisen viivan integroimiseksi pallolla (yleistys pydrdhdysellip-
soidille on mutkikas mutta mahdollinen):

dg

— 4+ n?sinpcosgp = 0,
ds
d
—n—antangp = 0.
ds

Té&ssd on jo kiytetty edellisesséd johdetut kaavat Fj»k:n alkioille.

Differentiaaliyhtdloiden yht’aikainen integrointi antaisi

cos A
3
[ n = SiI]l%A )
Rcosp

s:n funktiona, josta A ja ¢ ovat laskettavissa.

T&hén ryhméan lisdtdan tangentin méaritelmakaavat

dp 1
_— = = t
dS 5 b
dA )
_— = = t
ds n )

Niin tulee myos A mukaan.

Tamé& ldhetymistapa kuulostaa ehkéd turhan monimutkaiselta; sen suurena teoreettisena etuna
on, ettd se toimii kaikissa tutkittavan pinnan kéyraviivaisissa koordinaattijirjestelmissé, myos
esim. napa-alueiden stereograafisissa karttaprojektiokoordinaateissa, kun vaan saadaan ensin
kirjoitetuksi alas koordinaattikéyrien metrinen tensori.

Tangenttivektorin [ & n ]T pituus lasketaan seuraavasti:

2 : 2
ds? = g;;t't! = R? cos A + R?cos? ¢ sin 4 =1
“ R Rcosgp ’

jos muistetaan, etta

[ R 0
Jii =1 0 R?cos? ©
pallopinnalla. Tangenttivektorin pituus on aina oltava 1; tdmé& vaatimus tdytyy jos s on kaaren
parametrisointi “pituuden mukaan”.

0.6 Kaarevuustensori

Kaarevuutta kuvataan taas hieman monimutkaisemmalla tavalla suljetun polun — pienen neliskantirﬂ

— rinnakkaiskuljetuksen avulla.

Kuten kuvasta niikyy, saadaan vektorin v* komponenttien muuttumista Av® = (U/)i —
joka riippuu

1. neliskanttisen ympéripolun orientoinnista, sivujen indeksit & ja [;

k

2. neliskantin koosta mitattuna kayriviivaisissa koordinaateissa: u”-sivun pituus olkoon Aw

. 1 . . .
ja u'-sivun pituus Av;

9Tarkemmin: parallellogrammin
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9.6 Kaarevuustensori

uf ut + Au

Kuva 9.3: Kaarevuustensori ja rinnakkaiskuljetus suljetun ruudukepolun ympéri

3. itse kuljetetusta vektorista v'.
Seuraavalla tavalla: A o
Av' = Ry v? Aulw. (9.8)

Téssé luontokappaletta R;- w1 kutsutaan Riemannin kaarevuustensoriksi. Silla on kaksiulotteisessa
avaruudessa (eli, pinnalla) 2% = 16 alkiota.
Riemann saadaan lasketuksi Christoffeleistalt

. 9 . o . , A

k= 9k S @F;k + Db L1 — Tl LG (9.9)

Téstd nikyy jo heti seuraava antisymmetria:

i pi
Ry = — Ry

7

On olemassa monta muuta sellaisia symmetrioita ja riippumattomien komponenttien méa#ra on
loppujen lopuksi aika pieni.

Esimerkkeja:

1. Pallomaisen Maan pinta (¢, A):

Antisymmetria-ominaisuuden perusteella voimme sanoa, etté vain alkiot, joille k # [ voivat
olla nollasta eroavia. Liséiksi Christoffelin symbolit riippuvat vain @:std. N&in saadaan
aputermit:

0 o (1 .
%FfA = 9 (2 sin 2g0> = +cos 2p,
0 0 0 1
T =T, = — (-t =—
Op PA Oy Ap dp (- tangp) cos2 @’
muut nolla.
Termit T, 7 saadaan seuraavasti:
A A A 202
FfAFg;A = FA@FfA = FfAFA@ = —sm”p,
I3, =I5, = +tan’o.

Yhdistamalla

K aavan johtaminen tapahtuu liitteessé@
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9 Riemannin pintateoria

Ropn =5, = a?prix - a%risa +TomTg = TRnlp = 0;

Ra = —Hly = Gl = ge + T I, = ot
nga,\ = _Rf)«p = ;prf,\ - %Fi@ + T8, T — I, IX, = cos2¢ + sin® ¢ = cos® ¢;
Roa =Rl = 500 = 550 + Tl ~ Tl =0,

2. Napakoordinaatit (p, ) tasossa:

0

ot = b
0 0 o 1
dp po dp Op p27

muut taas nolla. Sitten:

Dholoo =TTy = TopThy = —1,
P0G, = Thelhy = +p12.
Téamén jalkeen:
RZPG = _Rf’(v’p = 0
Ripy = ~Rigy = 5T = syl Dol — Dl =~ & = =0
Ropg = —Rop, = (gp% ~ 39 Lop + Toml8h — 15,16, = 1+ 1=0;
Rgpe = —Rgep = 0.

Siis koko Riemann-tensori hdvidd, kuten pitadkin, koska pinta ei ole kaareva.

Riemann-tensorista saadaan pienempi Ricczﬂ—tensom’ seuraavalla tavalla:

2
_pi _ ;
Rjr = Ry, = Z R
=1

Tamé on symmetrinen tensori, R;; = Rj;.

Esimerkkeja

1. Jatketaan R;j:n laskemisella pallopinnan tapauksessa:

Ry
R\
Ry

A .
Riw + R«Ms@ = +1

A
R?;p)\‘l‘R(p)\)\:O"‘O:O;

A Y o _ 2
Ry + R\ = cos™ .

2. Napakoordinaateille tasossa kaikki [2;; = 0.

11Gregorio R1ccl-CURBASTRO (1853 — 1925), italialainen matemaatikko, tensorilaskennan keksiji
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9.7 GauBin kaarevuus ja palloylijaiama

Voidaan jatkaa tété prosessia saadakseen kaarevuusskalaarﬁ

2

R = ginji = Z (gij)il Rji. (9.11)
j=1

Esimerkkitaupauksessa:
1. Pallopinta:
1
— 0
k=9 i 1 [O —l—cos?go]’
R2cos? o
siid"]
cos? %) 2

Z‘ 1
R =t Wy~ W

2. Napakoordinaateille I?;; = 0 siis R = 0.

Yleisemmin pétee (ilman todistusta):

R=2K = 2!61/6:2 == (912)

RiRy’

kaksi kertaa Gaufin kokonaiskaarevuuslukua K, péddkaarevuussiteiden tulon kddnteisluku.

9.7 GauBin kaarevuus ja palloylijaama

Toisin kuin GauBin kolmannen perusmuodon [} = g¥ Bjr (luku D ominaisarvot, tensorin R;
ominaisarvot eivdt litty pinnan péiéikaarevuuksiinlﬂ K1 ja ko. Kaksisulotteisessa tapauksessa seké
R;j-tensorilla etté R}kl—tensorilla on vain yksi olennaisesti riippumaton alkio, joka liittyy Gauflin
kokonaiskaarevuuteen K = k1ks.

Tama4 ei ole vaikeata nayttaa:

1. kaavassa AuAv kuvaa pienen vinonelién sivut, jonka ympiri vektori v kuljetetaan
rinnakkaisesti. Kahdessa ulottuvuudessa u”, u!-suuntaisille sivuille on vain kaksi valintaa:
AuAv ja AvAu. Toinen edustaa myotéapéivainen ympérikuljetus, toinen vastapédivainen.

Vastaavat elementit R}, = — R, ovat siis olennaisesti samat.

2. Samassa kaavassa v’/ ja Av’ ovat keskeniifin kohtisuoria. Av' edustaa vektorin v’ pieni
rotaatio. Pinnassa, kahdessa ulottuvuudessa, rotaatiota kuvaa yksi kulma. Koska kahden
rinnakkaisesti kuljetetun vektorin vélinen kulma ei muutu, voidaan péétella, ettd tdma ro-
taatiokulma on sama kaikille mahdollisille vektoreille v'. Taas 16ytyy vain yksi riippumaton
parametri. Ks. kuva 9.4

Toisin sanoin, annettuna AuAwv-vinonelid on ilmaisu Rjj,Aulv = —Riy AvAu 2 x 2
cosf sind

rotaatiomatriisi .
—sinf cosf

] , jossa on vain yksi vapaa parametri.

Kuitenkin korkeammilla ulottuvuusluvuilla Riemannin ja Riccin tensorien rippumattomien alki-
oiden mé#rd on suurempi. Tdméi tapaus on kiinnostava yleisen suhteellisuusteorian (nelja ulot-
tuvuuttal) vaikkei geodesian kannalta.

2T4mi on itse asiassa tensorin R;;, tarkemmin R; = gikRk]‘7 “jalki” Rﬁ, ks. aikaisemmin. Olkoon tidmi myds
esimerkki siitd, miten yleisissé kaarevalinjaisissa koordinaateissa indeksi voidaan “nostaa” kovariantista kon-
travariantiksi, tai “laskea”, metrisen tensorin g;; tai sen kédénteisen g% avulla. Suorakulmaisissa koordinaateis-
sahan ndmé ovat yksikkGmatriisit ja ero yli- ja ala-indeksien vélilld on merkityksetonta.

13T4ssé symboli R kiytetdsin sekd maan séteelle ettd kaarevuusskalaariin. Toivottavasti oikea merkitys selvisd.

MK aarevuussdteethiin ovat vain olemassa maan pintaa ympérdivassd kolmiulotteisessa avaruudessa, johon pinta
on upotettu. R toisaalta on pinnan sisdinen, intrinsinen ominaisuus.
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9 Riemannin pintateoria

,,,,, =V 0= Kdu dv

Kuva 9.4: Kaksiulotteisen pinnan kaarevuutta luonnehditaan vain yhdella parametrilla: 6.

Cc

ABCD

\

A

Kuva 9.5: Vektorin kuljetus suuremman pinta-alan ympéri. 04pocp = 01 + 02 + 03 + 0,4.

Voimme téssd huomata, ettd jo luvussa[l.2|késitelty palloylijiimd on erikoistapaus rinnakkaisesti
ympari kuljetetun vektorin suunnanmuutoksesta: palloylijaémé on pieni vektorin suuntamuutos
kun sitd kuljetetaan suljetun kolmion ympéri!

Kun kuljetetaan vektori suuremman pinta-alan ympéri, on se sama kuin sitd kuljetettaisiin
perikkéin niiden pikkunelijoitten ympéri, josta pinta-ala koostuu. Témé& on kuvattu kuvassa
Jokaisessa pikkuneliossi dudv, pinta-ala dS, vektorin suunnanmuutos on suuruudeltaan
KdS, jossa K on Gauflin kokonaiskaarevuus nelion kohdalla.

Téstd saa yleistdmélld seuraava integraalikaava (GAUSS—BONNETE kolmiolle, Theorema elegan-

tissimum,):
= [[ Kenas.
A

jossa K on paikan funktio.

Vertausellipsoidilla K = (MN)™" ja

1 1
= —d = ——MN dod)\ =
: /AMN o //AMN cosedy

= // do = o,
A

vastaavan kolmion pinta-ala yksikkdopallon pinnallalﬂ

Tastd seuraa, ettéd

*Pierre Ossian Bonnet (1819 — 1892), ranskalainen matemaatikko

1 Tam4 ei pidé than eksaksisti paikkansa. .. kolmiomerkit ellipsoidin integraalin dod) alla ja pallon integraalin do
alla eivit vastaa tarkasti toisiinsa. Vertausellipsoidilla kolmio koostuu geodeettisista viivoista, yksikktpallolla
se kuustuu suurympyrisegmenteisti; kuitenkin ellipsoidin geodeettinen viiva ei kuvaudu suurympyrélle!
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9.8 Kaarevuus kvasi-euklidisessa geometriassa

vertausellipsoidilla palloylijaéamd riippuu vain kolmion kulmapisteiden ellipsoidisten
normaalien (p;, \;),i = 1,2,3 suunnista eikd ellipsoidipinnan muodoista. Lyhyem-
min: Palloylijiamat lasketaan pallolla, vaikka muut laskennat tehdddn ellipsoidilla.

Riitté4, jos kulmapisteiden maantieteelliset koordinaatit, jotka kuvaavat ellipsoidista normaalia,
ovat tiedossa.

Nopea geometrinen tapa laskea pallokolmion ylijidmé on seuraava:

Olkoon kulmapisteet
COS (; COS \;
xX; = | cosgisin; |, i=1,2,3;
sin ;

kéytetéddn polarisaatiomenetelmd (1.7)) kolmiulotteisesti kolmion sivujen “napojen” 16ytédmiseksi:

X9 X X3 X3 X X1 X1 X X3

ey =
x5 x x1]|’ [[x1 X xa|

Yi=7_—""—"7>Y2
! HX2><X3||’

Nyt napojen keskiniiset etidisyydet vastaavat pallokolmion kulmiin (tarkemmin, 7 minus niiti
kulmia):

ap = W—2arctanw,
lly2 +ysll
Qg = W—Zarctanw,
lly1 + sl
ag = W—Zarctanw,
[y1 + y2ll

numeerisesti vahvat kaavatE} Téssd a; on kulmapiste 2:n kulma. Palloylijdama on nyt

3
g = E Q; — T
i=1

9.8 Kaarevuus kvasi-euklidisessa geometriassa

Ilman todistusta mainittakoon, ettd Riemann-avaruudessa voidaan muunta kaarevalinjaiset ko-
ordinaatit aina siten, ettd tietyssé pisteessd P

1. metrinen tensori on yksikkématriisi,

i ljosi=
g —
91 =9 { 0 muulloin,

2. metrinen tensori on (paikallisesti) stationaarinen, ts.

0gij _
o =0.

k_— k
TP=Tp

Tata voidaan jo epiilld havainnosta, ettd pitkd geodeettinen viiva ellipsoidin ympéri ei yleensd sulkeudu
itseensé, toisin kuin suurympyra pallon ympéri.
Téamén lisaksi, ellipsoidisen kolmion ja pallokolmion kulmat eivét yksitellen ole yhtdsuuria; niiden summat
(ja niiden mukana palloylijiimét) kuitenkin ovat.
7 Joissakin ohjelmointikielissd arctan (z/y)m vaihtoehdoksi tarjoutuu symmetrinen atan2 (z,y) muoto, jolloin
nollajako-ongelmia ei esiinny.
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9 Riemannin pintateoria

Téssd tapauksessa puhutaan kvasi-euklidisesta pisteen P ympdristostd.
Téssé tapauksessa Christoffel-symbolit (kaava ovat

i Loa (O 995 Ok _

ik 2 Oxd  Oxk  Oxl
_ 1 (89ki N 99i agjk) ~0

ori ~ Oxk  Ox’
yo. stationaarisuusolettamuksen perusteella.

Riemannin kaarevuustensorista (kaava kaksi viimeistd termié& hévidvét:

i 9 i 0

IR T gkt gl ik T
1.0 (0gi | 99y Ogj\
20zk \9zi = Ozt Oat
190 (391%‘ 9g9ij 3gjk> _

204 \ 0z ' 9zF Oz

o 1 0 (Ogi Ogri
0cF 099 T 2 00 (836’“ o ) B
1 0 (89]'1 8gjk>

2020 \ 9zF  Ox!
Jos nyt lasketaan Ricci-tensori (kaava [9.10)):
, 1 0%gi
R; = R.) =—- J
3l il 9 zl: (83:’)2 +
L L &g | Pgij P g Py n 0%gji \ _
2\ 0xi0xd  0x'0x! 4= 0x'0z7  0Oxldx'  OxlOx’

_ Ag Pgi . oy~ Pgi
i+ 2\ 021027 920! - oxtoxrs |-
Tamé on jo paljon symmetrisemmaén nidkoinen. Symboli A téssd merkitsee Laplace-operaattori
Z axz

Jos lopulta lasketaan vield kaarevuusskalaari

R = gijkj :ZRJ'J' —
J

0? gu
- S Sy
d%g;
= ZAQH zg]j 9 ZAgii'

Siiné erikoistapauksessa, ettd koordinaattiviivat ovat (kaikkialla, ei vain pisteessé P) ortogonaal-
isia, saadaan g;; = 0 jos i # j paikkaderivaatteineen, siis

R=-> Agi. (9.13)

Téamé kaava tulee olemaan hytdyksi seuraavassa.
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10 Karttaprojektiot

Karttaprojektiot ovat tarpeen siksi, ettd kaarevan Maan pinnan kuvaaminen tasoon ei ole mah-
dollista virheettomésti ainakaan laajemmilla alueilla. Téssé luvussa tutkitaan mittakaavavirheen
kayttdytyminen paikan funktiona eri projektioille.

10.1 Karttaprojektiot ja mittakaava

10.1.1 Maan pinnalla

Maan pinnalla matka-alkio dS voi koostua leveys-alkiosta dy ja pituusero-alkiosta d\. Ndmi
vastaavat lineaarisiin etéisyyksiin M () dy ja p (¢) dX, vastaavasti.

Pythagoraan mukaan (dg, d\)-postimerkin ldvistdjan pituus on

dS? = M?dp? + p?d\>. (10.1)

Nyt dS? médrittad metriikan,
dS® = gijda'da’ = x" Hx,
irj
jossa

gij:{]‘f JHZEZ]:H (10.2)

< — dat | dy
Tlde? ] [ ax |
Téssd olemme médrittdneet sopivasti kaksi eri kirjoitustapaa, indeksikirjoitustapa g,-j,dq:i ja

matriisi-vektorikirjoitustapa H,x. Matriisin alkiot ovat myos Maanpinnan Gaufin ensimmdisen
perusmuodon alkiot E, F,G. Ndemme, etti E = M? F =0 ja G = p°.

ja

Atsimutille A taas saadaan seuraava kaava:

pdA
A= — 10.
tan Mdy' (10.3)
josta, ylld olevan avulla,
dSsinA = pd), (10.4)
dScos A = Mdep. (10.5)

10.1.2 Karttatasossa
Kun projisoidaan tdmé pieni neliskantti karttatasoon, saadaan sivut dx ja dy, ja Pythagoraan

mukaan sen ldvistéja on
ds® = dz? + dy?.
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10 Karttaprojektiot

Nyt matka-alkio karttatasossa voidaan laskea néin:

ox ox
Oy Jy
dy = a(pd4,0+ 8)\d)\’

siis
oz Ox 2 oy dy
2 _ 4 2 -
ds® = <a¢d¢+ (’Md)\) + <&pdg0+ axd)‘> x

= Edg® + 2Fdpd) + Gd)\?, (10.6)

or\ 2 y 2
- + < ,
ot dp
- owor 0y
 0pOX  Op O

~ or\? 8y2
¢ = (m) *(m) |

E,ﬁ ja G ovat karttatason GauBin ensimméiset perussuureet. Mikili karttatason matka-alkio
ds? tulkitaan Maan pinnan metriikaksi, saamme téssikin metrinen tensori,

jossa

e
Il

E F

F G

Gij = =H. (10.7)

Vastaava metriikka on o N
ds® = Zé};dazzdz‘] = xT Hx,
i,J
jossa da' = dy ja dz?® = d), eli da' = da? = x = [ dp dA ]T. Myo6s tédssd ndhdéddn vaihtoe-
htoisesti indeksinotaatio ja matriisi-vektori notaatio, jotka kuvaavat samaa asiaa.

10.1.3 Mittakaava

Mittakaava on nyt suhde
ds

%7

joka riippuu ilmeisesti matka-alkion suunnasta eli atsimutista A.

m =

Kirjoitetaan ominaisarvotehtiva:

m2 = d—SQ = —Zi’j @;d:ﬁdaz] =
ds?* >, gijdx'dal
= Zf]}}d:ﬂidl‘j —m? Zgijda:idxj =0. (10.8)
i,j 1,J
Sama kaava “matriisikielelld”, jos x = [ de!  da? ]T = [ dy dA ]T:

x! (fNI—mQH)Xzo.

Kaavat ((10.4} [10.5]) kertovatThe :
dSsin A = pd),
dScosA = Mdep.
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10.1 Karttaprojektiot ja mittakaava

Tutkitaan nyt kaikki vektorit, jotka ovat muotoa

cos A
d
p

Niiden vektorien pituudet Maan pinnalla ovat:

dS* = M?dy* + p*d\* =

A\? sin A 2
() (8
M P P

= cos?A+sin?A=1.

Siis: Maan pinnalla ndmé vektorit muodostuvat ykkdssdteisen ympyrdin.

Sijoitetaan ([10.9) kaavaan ((10.8]), kdyttden (10.6)):

- A\?  ~ /sinA\? _~cosAsinA
E<C(;\s,4 > +G<sm > +2Fcos sinA

P M p

2 . 2
9| .9 [cOSA o ((sin A
— M* | —— =0
e () e (57
eli, sieventédmisen jalkeen,
E G F
m? = mc082A+Psin2A+2m sin Acos A = (10.10)

1 E & 1 E & F .
— 2<W_|_p2>+2(W—pz>0082A+msm2A.

Tastéd saadaan stationaariset arvot:

d 2 é E F
= —m?=|—=— — |sin2A+ — cos24
0 m ( 5 2) S1n COS s

eli

(#-5) Ep_cwe
tan2A4 = = vy 2P .
i FMp

Taméi antaa kaksi maksimi- ja kaksi minimiarvoa, jotka ovat kaikki nelja 90° etiisyydelld toisis-

taarﬂ
Némé ominaisarvot saadaan kirjoittamalla kaava (10.10)) seuraavasti:
B, F
Mz~ " p cos A
[ cos A sinA] ~ P . =0;
F G 9 sin A
Mp  p?

Tama edellyttad, ettd keskelld olevan matriisin determinantti hdvidda:

—m

0 = det (H—lﬁf _ m21) —

BN (G L) P
=\ )\ ™) T
E @& 1 (=~ =
_ 4 2 2
= m + (—W—pQ>m +M2p2 (EG—F)

'Miksli F = 0, saadaan chto sin 24 = 0, joka téyttyy kun A = k-90°, k=0,1,2, 3.
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Tasta

)2_4M+p2 (BG - 72)

M EDRCE
mio =

)

DO NSI\J‘QI

Namé kaksi ratkaisua mq, mo kutsutaan pdadsuurennussuhteiksi.

Mikéli H-matriisi on padlavistajamatriisi:

~ E
a_[E o]
0 G
saadaan
- E G
det (H_lH—m21> = (W—m2> <2—m2> =0 =
, B G
myo = 75 p
E o G -
mi = 2 on meridiaanisuunnan suurennussuhde, my = p on leveyspiirisuunnan suuren-

nussuhde. Vilisuunnissa A (atsimuti) suurennussuhde on silloin

m = \/m% cos? A +m32sin? A.

10.1.4 Tissot-indicatrix

Matriisia (“mittakaavatensoria”)

E F
im | M2 OMp | _ ke i
HYH=| 5 T3 =% =]
Mp  p?

kuvataan usein ellipsina maan pinnalla (tai vastaavasti, karttatasossa). Matriisin ominaisarvot
ovat m% ja m%; sen kuvaaja-ellipsin akselit ovat pituuksiltaan m; meridiaanisuunnassa ja ms
leveyspiirisuunnassa. Tété ellipsia kutsutaan TISSOTﬂ—indicatrix:ksi. Ks. osa m

Monista kédytetyista karttaprojektioista kannattaa mainita erityisesti ne, jotka ovat konformisia,
eli mittakaava pisteessd on sama kaikkiin suuntiin:

mip = mo = m,
Tissot-indicatrix on ympyrd. Konformisilla projektioilla pienet ympyréit, neliét ja paikalliset
kulmat ja pituussuhteet kuvautuvat oikein. Pinta-alat kuitenkin v&aristyvit.

Konformisilla projektioilla on se hyvé ominaisuus, etté projektiokaavat toiseen koordinaattisu-
untaan voidaan laskea jos kaavat toiseen koordinaattisuuntaan on annettuna.

Joskus hyodyllinen ominaisuus onﬂ ettd pinta-alat kuvataan oikein, vaikka pienten ympyroiden

tai nelididen muodot vééristyisivit. Tamé ehto on det (H “'H ) = m3m3 = vakio.

®Nicolas Auguste Tissot (1824-1897), ranskalainen kartograafikko
3Esimerkiksi, kuvatessa vieston tai muun ilmion pintatiheys.
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10.2 Lambert-projektio (LCC)

Kuva 10.1: T1SSOT:n indicatrix

Kuva 10.2: Lambertin projektio

10.2 Lambert-projektio (LCC)

LAMBERTﬂprojektio (LCC, Lambert Conformal Conical) on kartioprojektio ja konforminen.
Kaikkien leveyspiirien mittakaava on vakio; se on kuitenkin erilainen eri leveysasteelle, ja saavut-
taa maksimiarvoaan tietylla leveysasteella g keskelld kartoittavaa aluetta. Yleenséd tamé arvo
on m > 1; silloin on kaks: standardileveyspiirid joilla mittakaava on m = 1.

Meridiaanien kuvat karttatasossa ovat suoria, jotka leikkautuvat yhdessd pisteessd, joka on
samalla kaikkien leveyspiirien kuvien yhteinen keskus.

Napakoordinaatit karttatasossa ovat
x = psin6,
= po— pcosb,
misséd p = pg kuvaa leveyspiiri ¢ = ¢g.

Myo6s
0 =nA. (10.11)

*Johann Heinrich Lambert (1728 — 1777) sveitsilainen matemaatikko, fyysikko ja téhtitieteiliji.
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10 Karttaprojektiot

Kuva 10.3: Esimerkki Lambert-projektiosta (kiytetty softa: m_map (http://www2.ocgy.ubc.
ca/"rich/map.html))

Olkoon ds matka-alkio maan pinnalla ja dt vastaava elementti karttatasossa; silloin leveyspiiria
pitkin

ds = p(p)dr
dt = npdA
ja jakamalla
dt_ np
ds p’

Konformisuuden perusteella tdmé pétee my6s meridiaania pitkin.
Nyt meilld on ds = M (¢) dep, siis

dt dtd

dt _dtds _np,,

dp dsdy P

Jos p lasketaan positiiviseksi eteldan péin eli dp = —dt, saadaan:
d M
dp _ () ML2). (10.12)
dy p(p)

Kaavojen ((10.11} [10.12)) avulla voidaan laskea (6, p) jos on annettuna (p, \). Kuitenkin siirretééin

ensin p vasemmalle puolelle:

M Y M (¢
ilnp:—n— = p:poexp{—n/ (@/)dgp/}.
de p vo P(¢)

_PM()
zp(so)_/o g,

Mikali maaritellddn

ns. tsometrinen leveysaste, saadaan

exp {—nv (p)}

p=poexp{—n (¢ (p) — ¥ (v0))} = poexp{—nw (o)}

(10.13)
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10.3 Isometrisesta leveysasteesta

Liséksi pitda valita arvo n. Se tehd&édn siten, ettd mittakaava on stationaarinen vertauslatitu-

udilla ¢o:
dm

%:OjOSQOZQOO.

Mittakaava on

L T
eli
dm n dp n dp
—_— = ——— =P =
dg pde “p*dy
2
n?p p np
= pTM— — Msinp = p—QM(n—smgo),

mik4 pitdisi olla nolla kun ¢ = ¢g. Se onnistuu valitsemalla
n = sin .

Alkuehtona pitda vield valita pg; se antaa mittakaavaksi vertausleveyspiirilla

Po
p(v0)

m (o) =n

Vaihtoehtoisesti voidaan valita arvo ¢; missd m (¢1) = 1 (standardilatitudi): silloin

n P1
p (901)

josta p1 = p(p1) seuraa. Nyt p(p) saadaan integroimalla ((10.12)) alkuarvosta joko pg tai pi,
integrointivilin ollessa joko [po, ] tai [¢1, ¢].

Kaanteisoperaatio on § — )\ kannalta helppoa; differentiaaliyhtdlon (10.12]) k&#nteinen
ratkaiseminen (p:n laskeminen jos p on annettu) onnistuu seuraavasti:

1. kd&nnetddn analyyttisesti kaava ((10.13)):
¥ (o)
n

=1,

Y (p)=—

(Inp —1Inpo);

2. Suoritetaan kéénteinen lasku v — ¢ (ks. alle).

10.3 Isometrisesta leveysasteesta

Isometrinen leveysaste,

[P M(p)
w_/o p(®) g

voidaan laskea numeerisesti (kvadratuuri; Matlabin QUAD-rutiinit). Kuitenkin pallon tapauksessa
16ytyy suljettu ilmaisu

1 = Intan <% + g) ) (10.14)

helposti todistettavissa differentioimalla ketjusdannon avulla.

Jopa pyorahdysellipsoidille 16ytyy suljettu ratkaisu:

_ TP 1+ esing 3
¥ =l [tan<4 + 2) <1 _esiw> ] . (10.15)

Ks. liite [Al
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Kaanteisoperaatio: mikéli 1) on annettuna ja ¢ laskettavana, voidaan ottaa kaava

dy M (p)

de  ply)
ja ka#dnta se:

do _ p(p)

dyp M ()
Téamé kaava on yleistd muotoa

dy

= = f(y,t

ja voidaan numeeristesti ratkaista kayttamaélld Matlabin ODE-rutiineja.

Vaihtoehtoinen tapa pallon tapauksessa on kaavan (10.14)) analyyttinen k&&antéminen:

=2 (arctanequ/) — %) .

Tamé kelpaa myos ellipsoidisen tapauksen ensimméiseksi iteraatioaskeliksi:

cp(o) =2 (arctan expy — %) ,

jonka jélkeen

e

(i+1) (1 — esinpl? ) ’
® =2carctan || —————— | exp¥| —

il
1 + esin () 4

Tamé konvergoi nopeasti.

10.4 Mercator-projektio

Klassinen MERCATOR-projektio saadaan Lambertin rajatapauksena valitsemalla limiitti n — 0,
po — oo, mutta kuitenkin npg = 1, ja my6s ¢g = 0. Silloin

p = poexp{-—n(¥(p) =¥ (po))} =~
po —npo (Y (p) — ¥ (vo0)) =

Q

= po—Y(p).
Valitaan y = — (p — po) ja * = A ja meilld on Mercatorin projektiokaavat
T = A,

_ _[PM(Y)
y = 1,!)(90)—/0 p(@,)d

Téssé isometrinen leveyaste komeilee kaiken yksinkertaisimmillaan: pallogeometrian tapauksessa

T, ¥
—mtan (5 +2).
Y ntan 4+2

Mercator ei ole “lamppuprojektio”: ei ole projektiokeskusta misté “valo” ldhtee.
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10.5 Stereograafinen projektio

__________________ ' dt
: |
dt

[

Kuva 10.4: Mercatorin projektio

% Tpio

v

QEB

o=

A

60°N

e

8
~

4
45°N E 5 if) @ i —
30°N //W \r\j oy
15°N 3 \L \ﬁw / ;
P A / 1S

O0 L@aN

™ N

60°w 45°w 30°w 15°w 0° 15°E 30°E 45°E 60°E 75°E 90°E

Kuva 10.5: Esimerkki Mercator-projektiosta

10.5 Stereograafinen projektio

Tamé ns. atsimutaalinen projektio on my6s konforminen ja myods Lambert-projektion limiitti-
tapaus.

Valitaan kaavassa (10.13) n = 1 ja valitaan ¢y = 0 (ekvaattori) ja pg vastaavasti eli pg = p (o).
Silloin

p=poexp{—v(p)}.

Valitettavasti limiitissd ¢ — g funktio v () divergoi; voimme mééritelld

p=poexp{—1v (o)} josp<

Y

(G N CY

p=0  josp=

Y

jonka jélkeen p (¢) on jatkuva.
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10 Karttaprojektiot

Projektiotaso Sz Y -

Kuva 10.6: Stereograafinen projektio

Pallon tapauksessa saadaan

Tamé tapaus on kuvattu kuvassa po on etiisyys projektion keskipisteestid (“etelénapa’”)
projektiotasoon. Téssé tapauksessa projektio on todellinen “lamppuprojektio”. .. mutta valitet-
tavasti vain pallogeometrian tapauksessa.

Johdetaan stereograafisen projektion mittakaava:

d dpdyd M
L R = —mexp (v}

1 p_exp{—¢¥(p)}
dr  di dy dz

My T

Arvo on negatiivinen koska x kasvaa pohjoiseen péin ja p eteldén pdin. Koordinaati x on metrinen
“northing”.

Kayttamalld kaava [10.15| saadaan

@:_7% cot(z—kf) 71+es%nap _%7
dx N cos (¢) 4 2/ \1—esing

dp  po(l+e ~3
dr = 2 \1-—¢e i

Maan tapauksessa jossa (GRS80) e = 0.08181919104281097693, saadaan viimeiselle e-termille
0.99331307907268199009. Jos halutaan mittakaavaksi 1 navalla, on asetettava

eli navan lahistolla

po = 2.01346387371353381594.
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10.6 GauB-Kriiger projektio

Kuva 10.7: Esimerkki stereograafisesta projektiosta

Vertaus- Latitudi- Tukipisteiden Laskenta- Termien
latitudi vali mAATE piste (¢, AX) mAAra
1° 19 —20° 20 (19°.333,10°.0) 12
61° 61° — 80° 20 (79°.333,20°.0) 16
70° 61° — 80° 20 (79°.333,20°.0) 15
70° 61° — 80° 39 (79°.333,20°.0) 15
65° 61° — 70° 19 (60°.333,10°.0) 14

Taulukko 10.1: GauB-Kriiger -testilaskujen tuloksia. “Termien mé&rd”: tarvittavaa polynomike-
hitelmén termien m#drd saavuttakseen alle £1mm muutosta laskettuihin GauB-Kriiger -
koordinaatteihin

10.6 GauB-Kriiger projektio

Hyvé kiyténnon esimerkki karttaprojektiosta on Suomessa kiytossa oleva Gauf3-Kriiger. Se on
poikittainen lieriéprojektio joka on konforminen.

Samoin kuin perinteisesti on ollut tapana, tulemme esittdméin projektiokaavat sarjakehitelména.
Mutta toisin kuin perinteisesti, tulemme mééarittaméaan kehitelmén kertoimet numeerisesti.

Menetellddn seuraavalla tavalla. Ensin valitaan sopiva ldhtoprojektio, esim. tavallinen Mercator,
jolla on yksinkertaiset kaavat. Siis kuvataan maaellipsoidin pinta tavalliseen Mercator-kartta-
tasoon:

v = )\—)\0,
e M(o

u = / ((p/)dgol.
o ry)

Seuraavaksi konstruoidaan Mercator-tasossa analyyttinen kuvaus

u—+w — x4+ 1y,

jonka eradiné ominaisuutena on, ettd x on pituudeltaan oikein keskimeridiaania A\ — \g = y =
v = 0 pitkin.

dx = M (¢) dp,
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siis

T = /OSD M (') dy'. (10.16)

Taméan lisdksi meilld on keskimeridiaanilla:

y=0.

Nyt meilld on reuna-arvotehtivi: etsitty kompleksi karttakoordinaatti z = x + iy on annettuna
lahtoprojektion karttakoordinaatin w = w + ¢v funktiona reunalla y = v = 0 eli reaaliakselilla.
Tehtdava on maarittad funktio koko kompleksitasossa. Ks. kuva

Intermezzo. Kompleksisessa analyysissid puhutaan analyyttisista funktioista. Analyytinen funk-

tio on sellainen kuvaus
x = f(w)

joka on differentioitavissa. Ei vain kerran, vain dédrettomén monta kertaa. Téssé tapauk-
sessa patevit CAUCHY-RIEMANN -ehdot:

Ov _ 0y Oy _ Oz
ou Ov ou O’
jos X =x + 1y, W = u + .

. e e . . T . T
Tamé merkitsee, etta pieni vektori [ du dv ] kuvautuu vektoriksi [ dxr dy ] seuraa-
van kaavan mukaan:

dr | | a —b du | % cosf —sind du
dy | | b a dv | sinf  cosf dv |’
0 0 0 0
jossa a = 9 _%; jab= 9y _ ——:E, juuri kuten Cauchy-Riemann -ehdot edellyttavit.
du v ou v
Tésté nikyy, ettd paikallisten vektorien kuvaus (du, dv) — (dz, dy) on skaalaus ja rotaatio;

eli meilld on konforminen kuvaus.

Léhes kaikki tutut funktiot ovat kompleksisena analyyttisia: exponentti, logaritmi, trigo-
nometriset ja hyperboliset funktiot, ja erityisesti potenssisarjakehitelmdt. Kahden analyyt-
tisen funktion summa ja tulo on edelleen analyyttinen.

Cauchy-Riemann -ehdoista saadaan vield LAPLACE-yhtdlot:

0w 62:1:_ @ 82y_
o ov?

Kokeillaan yleiseksi ratkaisuksi sarjakehitelmdd:

7 = ag + aw + agw? + azw> + ... :Zakwk. (10.17)

Téssd méadrittelemme yleisyyden vuoksi

(x — xo) + 1y,

Z

w = (u—wuy)+iv.

Arvot
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10.6 GauB-Kriiger projektio

Kuva 10.8: GauB-Kriiger projektio reuna-arvotehtévinid. Reuna-arvot keskimeridiaanilla on
merkitty ruksin, integrointisuunnat nuolina

on valittu sopivan vertauslatitudin o kanssa yhteensopiviksi. Namé sarjakehitelmét ovat siis
tarkoitettu kaytettdviksi vain suhteellisen pienen alueen sisdlld, ei koko projektiokaistan laa-
juisina. Néin tarvittavien termien ma#rékin jaa pienemmaksi.

Meridiaaniehdot (10.16)) muodostuvat nyt havaintoyhtdaloryhmdan:
X; :ao—l—alui—{—agu?—{—agu?—i—...

josta kertoimet a; voidaan ratkaista, kun riittdvi méaaré tukipisteité (u;, ;) on annettuna (ruksit

kuvassa [10.8)).

Loytyneiden kerrointen a; soveltaminen kaavaan antaa koko kompleksitason ratkaisun.
Ratkaisua voidaan “puristaa” seuraavaan, laskentaan sopivampaan muotoon (ns. CLENSHAW-
summaus):

z=ao+w(a +w(az+w(az+w( - +way)))).

Laskentasekvenssi on kertalasku-yhteenlasku-kertalasku-yhteenlasku. .. w:n potenssit ei tarvitse
laskea erikseen. Muista etté vélituloksetkin ovat kompleksilukuja!

Onneksi kompleksiluvut kuuluvat suosittuihin ohjelmointikieliin joko kiinteéné osana (Matlab,
Fortran) tai standardikirjastona (C++).

Samasta kaavasta saadaan helposti sekéd mittakaava ettd meridiaanikonvergenssi. Kuten jo san-
ottuna, kompleksitason analyyttinen kuvaus on skaalaus ja rotaatio. Kun kuvauksen kaava on

(10.17)), on sen differentiaali versio

Az = g—:vAw, (10.18)
jossa
dz 2 4 = k—1
E=CL1—|—2G2W+36L3W + da,w +~--:;kakw .

Joka on sekin helposti kirjoitettavissa Clenshaw-muotoon.
Nyt kompleksikaavaa (10.18]) voidaan kirjoittaa reaalilukujen matriisimuotoon
dz dz
dy dv |’

. dz dz
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]T, dw = [ du dv ]T,

dz |  O0r 0Oy
%%m}_w_me

jossa dx = [ dx dy

mittakaava; ja

- dz | 0y  Ox )
Jm{dw}_au_ %—KSIHQ,

josta 0, meridiaanikonvergenssi, voidaan ratkaista.

Klassisen Mercatorin valinta ldhtoprojektioksi ei ole ainoa vaihtoehto. Luultavasti sarjakehi-
telmén (|10.17]) termien médras voitaisiin vahentad kayttamalla Lambert-projektio vertauslati-
tudille g. Onko saavutettava sé#stoé vaivan arvoinen, on ns. hyvi kysymys.

10.7 Maanpinnan kaarevuus ja mittakaava
Muista edellisessé johdettu kaava [9.13
R=-3" Agj.
J
Koska kaavan [9.12] mukaan R = 2K, saadaan

1
K = —5 Z Agjj-
J

Otetaan nyt karttatason suorakulmainen koordinaatisto (z,y) ja siirretdén sen koordinaattivi-
ivat takaisin kaarvan Maan pintaan, muodostaen kaarevalinjainen koordinaatisto (&,7). Kart-
tatason origon tai keskimeridiaanin kohdalla tdmén koordinaatiston metriikka g;; on, ainakin
tavallisten karttaprojektioiden tapauksessa, kvasi-eukliidinen, ts. metriikka on yksikkomatriisi
ja se on origossa stationaarinen. Téssé tapauksessa edellisen luvun teoria pétee.

Konformisen projektion tapauksessa metriikan muoto on

g — 2 10
1] 0 1 b

jossa m on karttaprojektion mittakaava, joka siis riippuu paikasta z°.

Lasketaan )
K = BD) (Agee + Agny) = —A (m72) :
Nyt
0?2 0?2
Am™?) = (25 +25|m2 =
) = (g + pz) )
0 _30 0 _50
o™ " Tan™ o™
~ —2Am,

jos otetaan huomioon m:n stationaarisuus ja m ~ 1.
Siis
K =2Am.
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10.7 Maanpinnan kaarevuus ja mittakaava
N N N

b b ¢

Py NN O S N N
A e B A WP A P e

0 0 o

(a) GauB-Kriiger (b) Mercator, Lambert (c) Stereograafinen

M«

Kuva 10.9: Karttaprojektioiden luokittelu “pystysuuntaisiksi”, “vaakasuuntaisiksi” ja “neliskant-
tisiksi” projektioiksi

Siis Gauflin kaarevuussiiteen ja mittakaavan toisen paikkaderivaatan (tarkemmin: Laplace-operaattorin
A) vililld on yksinkertainen yhteys. Seurauksena on olemassa yhteys my6s mittakaavan toisen
derivaatan pohjois-eteld- ja lénsi-itd -suuntien vélilld: jos esim.

0’>m Pm K

— =0 = —=—

0&? on? 2

jne. Alla oleva taulukko antaa joitakin esimerkkejd — muista, etté tarkastelualue on aina keskip-
isteen tai keskimeriaanin tai standardileveyspiirin tai ekvaatorin ldhistd, jossa m & 1 ja station-
aarinen!

Q
Ny
3
~
Q
S
[\

9°m/oy*
0

Projektio

Mercator
Lambert-kartioproj.

Vino stereograafinen

S || |

GauB-Kriiger, UTM

[ o

Taulukossa olemme taas kiytténeet (£, n) sijasta (x,y), eli tehneet sijoitukset

?m ?m . 0%m 0’m
9E? a2 1 e a2

miké on sallittu kvasi-euklidisuuden perusteella.

Mercator- ja Lambert-projektioiden mittakaava on vakio y-koordinaatin suuntaan, ts. kartta-
léinnesta kartta-itdan. Poikittaisten lierioprojektioiden mittakaava taas on vakio x-koordinaatin
eli keskimeridaanin suuntaan. Stereograafinen vinoprojektio on puolestaan symmetrinen ja mit-
takaava kayttaytyy samalla tavalla kaikkiin tuulensuuntiin kartan keskipisteesta.

Niin voidaan kayttad mittakaavan toiset paikan derivaatat karttaprojektioiden luokitteluun. Es-
im. Lambert sopii parhaiten ité-linsisuunnassa ulottuvalle maalle (Eesti) kun taas Gau-Kriiger
on paras pohjois-eteldsuuntaan ulottuvalle maalle (Uusi Seelanti). Konforminen tasoprojektio,
vino stereograafinen projektio, on sopiva “neliskanttiselle” maalle (Alankomaat).

87



10 Karttaprojektiot

88



A Isometrinen leveysaste ellipsoidille

Seurataan esitystapa kirjasta (Grossman, 1964).

_[PM(Y)
¢(¢)_/0 p(¢) a7

Lahtokaava on

Differentiaaliyhté&loné

= Mg, = 1= ¢ de.
D (1 —e?sin® ) cos
Integrandi hajoitetaan osamurtolukuihin:
1—ée? 1 —e?sin? ¢ — e?cos? ¢
(1 —e?sin® ) cos - (1 —e?sin® ) cos g B
1 e? cos?

cosp 1—e2sin®p
1 _6200824p(1—esin<p)—|—eQCos<p(l—|—esincp)_

Cos 2(1+esingp) (1 —esinyp)
1 e € Cos €cos ¢
= + - - . - - .
cosp 2 l1+esing 1—esing

Ensimmaéisen termin integraali on

I
V= 0 cosgo/dso —lntan(%+%)
Todistus ketjusdannollas:
d _ dintan(§+ ) dran (§+5)d(5+5)
do — dwan(f+§) d(3+5)  de
1 1 1
T () (5452

1 1 1

2sin (5 + %) cos (§ + £) ~ sin (T +¢) cosg

Téama on koko ratkaisu tapauksessa, ettd e = 0 (palloratkaisu).

Ellipsoidin tapauksessa toinen integraali

/( ecosgp) f’ =Inf(p) =In(1l+esing),

1+esingp

jossa kirjoitustapa f = 1 + esin¢. Samalla tavalla

/ <_@) do = —In(1 - esing),
1 —esingp
ja lopputulos on

P = lntan(;r 5)

e
2
1
— <tan Bl )
1 —esingp

(In(1+esiny) —In(1 —esing)) =
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B Hyodylliset yhtalot paakaarevuussateitten
valilla

Kun on annettu pyoriahdysellipsoidin péikaarevuusséiteiden kaavat:
N(p) = a(l—e*sin® @)_1/2,
M(p) = a(l—e?) (1—e*sinyp) 8/ )

saadaan lasketuksi raa’asti derivoimallas:

d

ap N (p)eosg) = =M (p)sin,
d M
o (N (p)sing) = +1 _(g cos p
Liséksi
d d _
a0 2(p) = ag(l—eQ)Q%(l—e sin® ) " =
2772 N2
= 3¢ M2 sin 2¢p,
a
L (N2 (p)cosPp) = 2N-L (N (g)cosg) =
de dy

= —MN sin 2.
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C Christoffelin symbolit metriikasta

Lihdetddn metriikan méaaritelméasta luvusta

o Ox ox 1 ox Ox
Y= 9w ow | oul 0wl

jossa u' = (ul, u2) on avaruuden kaarevan pinnan (tai yleisemmin, aliavaruuden) parametrisointi

(“koordinaatisto”). Differentioidaan:

9 _ 0 (0x 0Ox\ _
0wl = oui\ouw ouk) T

9%x ox 9%x ox

= odow ouk T owonk 0w (€1
Vastaavasti, vaihtelemassa indeksit kesken&én:
0 P?x  Ox ?x  Ox
- Z == - 3 ° - -~ - = C.2
duw Tk OuIOuk  Out + oulOut  Ouk (C.2)
0 0%x 0x 0?x 0x
ngj T oukout oud + oukoui  ou (C:3)
Lasketaan kaava (C.1]) plus kaava (C.2)) minus kaava (C.3):
0 0 0 P?x  Ox
3 S —— 7/ = 27 S T . .4
9% T 50 M T 5ak 9 T “guinn  Buk (€4)

ox 0x

Kirjoitetaan x:n toiset derivaatat paikalliselle kannalle | —, —,
oul’ Ou?

n> kuten tehtiin kaavassa
(8.7)), vaikkakin hieman eri notaatiolla:

0*x ; Ox
duioud ~ iga T ()

mitd implisiittisesti médrittdd I-symbolit. Sijoitus kaavaan (C.4)) antaa

;[ 0x  0Ox ox 1 0 0 0
Yl aar ) TP\ aur ) = 2 \ 0w T 9% T ur )

T&ssé tunnistetaan
ox 0Ox . ox 0
—_ e = a n-—m =
oul  OuF 9ik: J OuF ’

Thigw =

eli
0 0 o
ou a9k T ou 9,5 9ki — %gw =

g ou 195k + aujgkz - ng] s

yhtalo li Téssé g 9jk = 5}; eli ¢ on gijn kddnteismatriisi.

l

1
2
1
2
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D Riemannin tensori Christoffelin symboleista

Riemannin tensorikaava johdetaan vektorin rinnakkaiskuljetuksen avulla suljetun pikku koordi-
naattinelion ympéri.

Jos avaruuden vektori v kuljetetaan rinnakkaisesti u’-parametrisoidun pinnan S sisélli, piitee

ov
ou’
Kirjoitetaan v tangenttivektorien kannalle:
; Ox
v=0v'"—.
out
Silloin
ov ot ox ;9%
= — = - - v - T =
ou? oul Out outoul
o' ox . 0x
= wow T g T

o' Ox . . 0x
kayttamalla (C.5) Tassd v-derivaatta koostuu kahdesta osasta: “sisdinen” osa, — —+1"% kvk -,
: . : : : : _Ow ou It ut
pinnan sisélld, ja “ulkoinen” osa, §;;n, kohtisuora pintaa kohtaan. Kun pinta S on annettuna,

voidaan vain nollata sisdinen osa, eli

o’ »

kuvaa vektorin v’ rinnakkaiskuljetus pinnan sisélli.

Kuvataan nyt pieni neliskantti ABC'D, sivujen pituudet Au ja Av (ks. kuva|9.3)), koordinaatti-
viivoja pitkin. Sivut AB ja C'D ovat vastakkaisella puolella, kulkeva koordinaatti on «*. Samoin

BC ja AD ovat vastakkain, kulkevana koordinaattina u'.

Lasketaan v':n muutos matkalla AB :

S K
A b=
ABUV P

o Ay = —F};mvau.
Samalla tavalla ' '

Acpv' = 4T, 0" Au.
Sivulle BC' saadaan ]
o'

@ 4 ’UmA'LL

Apcv' = —Au =T},
ja | |
Apav' = +T% v™Au.
Ynnétddn ndmé neljd termié:
Aapepv’ = {(( }:Cmvm)CD — (Chnt™) ap) = (Clnv™) s = ( %mvm)BC)}Au =
_ {aauz (Cht™) A — 00 (0f,07) AU} Au =

= {( ol ‘am)“ T Viem Gt ~ lmauk}A“A”'
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D Riemannin tensori Christoffelin symboleista

Kaava (D.1)) antaa
6’Um _ m_h 8vm . Fm h.
Gut ~ T ur = Tk
sijoitetaan:
: ori or; : ,
Aspcptt = {( al’z;"— aé?)vm—i—( imLeh — Do %)vh}AuAv:
o 8F§vj 81_‘;]' Fi m % m jA A
= \au ~ aur Thimte T Lembyy | v AUAY,

jossa olemme vaihtaneet indeksien nimet m — j (ensimméiisessd kahdessa termissd) ja h — j
(jilkimmaéisessé kahdessa termissi).

Téstéd ndkyy valmiina Riemannin kaarevuustensori:
% %
_ 8ij B ory.

J ) m ) m
= — 4+ T - |
jlk oul ouk Im™ kj km* 13>

indeksien nimeja ja Fé»k = F};j—tyyppisifi vaihtoja lukuunottamatta juuri se, mitd kaavassa 1@’
jo annettiin.
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